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本 世纪 四 十 年 代 ， 代 数 拓扑 学 的 一 些 概念 与 方法 被 引进 到 纯 
代数 的 领域 ,因而 形成 一 种 新 的 理论 ， 在 这 种 新 的 理论 形成 之 初 ， 
许多 代数 学 家 都 对 其 所 研究 的 对 象 、 所 使 用 的 方法 以 及 所 考 典 的 
何 题 深 感 兴 趣 , 因此 , 这 种 理论 就 被 发 展 成 代数 学 中 的 一 个 新 的 方 
向 , 称 之 为 同调 代数 ， 同 调 代 数 的 兴起 对 于 群 . 李 代数 与 可 结合 环 
的 研究 都 起 了 非常 重要 的 作用 .特别 是 ,五 十 年 代 末 ,数学 家 们 运 
用 同调 代数 的 理论 和 方法 证 明了 ro 了 1 的 推测 一 一 任何 正则 局 部 
环 都 是 单一 分 解 环 一 一 这 样 一 个 纯 属 环 论 的 问题 (代数 几何 学 中 
所 用 的 客 级 数 环 当然 是 单一 分 解 环 ， 它 是 正则 局 部 环 的 一 个 等 
例 ) , 因此, 人 们 普遍 认为 , 同调 代数 已 不 仅 是 一 种 理论 ， 而 且 也 是 
一 种 可 以 用 来 解决 环 论 中 的 向 题 的 有 力 工具 

本 书 的 初稿 是 1979 年 在 哈尔滨 召开 的 同调 代数 讨论 会 EE 
讲稿 ， 这 几 年 又 在 教学 实践 中 既 过 了 多 次 的 修改 与 增删 而 最 后 成 
书 ， 笔者 的 意图 是 以 不 大 的 篇 幅 , 使 得 青年 代数 工作 者 能 在 不 玉 
长 的 时 间 内 (例如 ,学 过 近世 代数 的 本 科 生 或 研究 生 在 一 个 约 和 4 个 
研究 生 学 分 的 课程 内 ) 就 能 基本 掌握 同调 代数 的 一 些 基 本 理论 和 
方法 . 

本 书 共 五 意 ， 第 一 章 阐述 范畴 ,对偶 原则 与 函 子 等 基本 概念 ， 
以 作为 同调 代数 的 不 可 缺少 的 预备 知识 ， 事实 上 , 范畴 的 概念 和 
理论 自从 1945 年 由 MacLane 与 Eilenberg 提出 以 来 ， 在 数学 的 
许多 分 支 , 例如 代数 几何 学 .拓扑 学 .微分 几何 学 以 及 函数 论 中 都 
已 有 所 体现 . 

由 于 同调 代数 的 研究 对 象 基 本 上 是 模范 畴 以 及 由 横 范 畴 所 派 
生 的 一 些 Abel 范畴 , 所 以 第 二 章 专门 用 来 讨论 模 的 基本 概念 、 基 
本 性 质 以 及 一 些 与 后 面 儿 章 有 密切 关系 的 模 。 第 三 章 所 讨论 的 同 
调 与 同调 函 子 是 同调 代数 的 核心 部 分 代数 拓扑 中 的 复 形 、 同调 


oi。 


群 、 以 及 边缘 等 概念 就 是 从 这 里 引进 代数 学 的 . 建议 读者 在 读 这 
一 章 以 前 先 读 一 下 江 泽 涵 著 的 《拓扑 学 引 论 > 第 三 章 ,1, 2 两 节 , 这 
样 就 可 以 有 一 些 感 性 的 知识 , 讨论 环 钓 同调 性 质 是 第 四 章 的 内 容 ， 
该 章 首 先 考虑 了 模 与 环 的 同调 维 数 以 及 一 些 有 关 的 问题 ， 随即 讨 
论 一 些 特殊 类 型 的 环 . 

由 Lerry (1946) 与 Koszul (1947) 所 创立 的 谱 序 列 既 十 一 种 
理论 ， 也 是 一 种 研究 同调 模 的 有 效 方法 。 第 五 章 引 用 Massey 于 
1953 年 所 提 的 正 合 偶 来 形成 谱 序 列 , 并 用 过 滤 的 理论 举例 说 明 谱 
序列 在 某 些 双 复 形 上 的 应 用 . 末尾 也 简单 地 介绍 了 Grothendiecok 
谱 序 列 .， 谱 序 列 是 一 个 较 深 的 理论 , 本 章 的 叙述 仅仅 是 初步 的 介 
绍 . 

在 书 的 末尾 , 我 们 加 了 两 段 附录 ,一 是 前 面 提 到 过 的 正则 局 部 
环 , 一 是 Serre 问题 ， 后 者 是 美国 与 苏联 的 数学 家 们 在 1976 年 几 
乎 同时 解决 的 ， 实际 上 , 附录 是 值得 一 读 的 ， 读者 在 读 过 这 些 证 
明 (以 及 多 项 式 函 子 、 和 失 阵 函 子 等 证 明 ) 以 后 ,一 定 会 十 分 欣赏 其 高 
超 的 技巧 。 

以 上 是 笔者 的 设想 、 取 材 与 安排 ， 是 否 恰 当 尚 诉 读 者 不 音 指 
正 ， : / 

周 伯 志 
1984 年 7 月 于 南京 大 学 
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第 一 章 范畴 
$1 范畴 的 概念 


我 们 在 数学 中 所 研究 的 对 象 是 多 种 多 样 的 .但 是 ,在 某 一 个 加 
题 或 某 一 个 分 支 中 , 我 们 往往 只 研究 某 一 种 特定 类 型 的 对 象 , 以 及 
它们 两 两 之 间 的 某 种 关系 与 联系 , 例如 ,集合 论 研 究 集合 与 映射 ， 
群 论 研 究 群 和 群 同 态 ,拓扑 学 研究 拓扑 空间 与 连续 映射 ,等 等 .本 
世纪 四 十 年 代 中 期 ,数学 家 们 将 每 一 种 类 型 的 所 有 对 象 , 以 及 对 象 
与 对 象 之 间 的 所 述 关系 与 联系 都 合成 -一个 总 体 ， 发 现 不 同 的 总 体 
却 有 一 些 共 同 的 简单 规律 , 因此 寻 立 了 一 种 统一 的 数学 系统 ,这 就 
是 范畴 的 思想 .于 是 , 所 有 的 非 空 集合 连同 所 有 的 映射 组 成 集合 
的 范畴 S; 所 有 的 群 连 同 所 有 的 群 同 态 组 成 群 范畴 G; 所 有 的 拓扑 
空间 连同 所 有 的 连续 映射 组 成 拓扑 空间 的 范畴 Top, 等 等 。 归纳 
这 些 范 畴 的 共同 的 性 质 , 我们 取 

定义 工 一 个 范畴 (category)C 是 由 下 列 三 种 成 员 所 组 成 的 : 

Ci 一 类 对 象 4， B, CO，…"; 

Os 一 类 由 每 一 对 对 象 4 与 妃 〈 相 等 或 相 异 ) 所 唯一 确定 的 集 
合 C(4, B), 集 合 中 的 元 素 叫 做 态 射 (morphism) ,而 当 EC(4， 
B) 时 ,4 为 o 的 定义 域 (domain),，B 为 o 的 变 区 (Tange)i 

Os 一 种 对 应 方法 ， 使 对 任何 ocE€EC(4, B) 与 z€EC&(B8, 0) 都 
能 对 应 唯一 的 一 个 pEC(4, 0), 这 个 p 称 为 与 的 滋 积 , 记 成 
p 一 TG; 
它们 都 应 服从 以 下 的 三 条 公理 ; 

刀 不 相交 性 ， 除非 4=4' 且 B=B， 态 射 集 C《(4，B) 与 
C(4',B') 不 能 相交 ; 

4s 结合 律 : 当 goEC(4, B), EC(B, 0), fEC(O, D) 时 , 
f(ro) = (fr7)0; 


es 9 


4s 恒 等 态 射 的 存在 性 , 对 任 一 对 象 4, C(4，A4) 中 至 少 有 一 
个 元 素 &4, 使 对 任何 CEC(4，D)， 恒 有 ask 一 和 一 8p0， 

就 范畴 写 来 说 ， 其 对 象 是 全 体 和 集合 合 ， SS(4A, B) 是 由 集合 4 到 
集合 B8 的 所 有 映射 之 集 、 若 ocE€5S(4, B), rE€S(B, 0)， 对 任何 
a€A, (To0) (a)=7T(o(0)) EO, 则 ToES(C4, 0). 再 取 8&4 为 集 
合 4 到 其 日 身 的 恒 等 映 射 &4 (a) =a, Va€ 4, 那么 , 显 见 ,所 有 的 
三 条 公理 均 被 满足 。 对 于 范畴 @, 对 象 是 群 , 态 射 集 @(4, B) 是 
由 群 4 到 群 召 的 所 有 和 群 同 态 之 集 ， 对 于 范畴 Top, 对 象 是 拓扑 空 
间 , 态 射 是 连续 映射 ， 此 外 ,所 有 的 交换 群 连 同 其 所 有 的 群 同 态 组 
成 交换 群 的 范畴 AG; 所 有 的 自由 和 群 连 同 其 群 同 态 组 成 自由 和 群 的 
范畴 FG; 而 所 有 的 自由 交换 群 连 同 其 群 同 态 组 成 自由 交换 群 范 
时 F4G, 等 等 

我 们 需要 对 定义 工 再 作 三 点 注释 . 

首先 ，O1 强调 ， 任 何 一 个 范畴 C 的 所 有 对 象 全 体 只 是 一 个 
“类 ”, 而 不 一 定 是 一 个 集合 ， 这 意味 着 ,所 有 对 象 全 体 无 须 满足 集 
合 的 公理 系 , 不 然 的 话 ,如 果 规 定 全 体 对 象 组 成 一 个 集合 ,那么 ,对 
于 S, 必然 会 出 现 “ 所 有 集合 的 集合 ”这 样 的 语句 , 这 在 加 轩 上 是 攻 
雇 的 .， 虽然 如 此 , 我 们 仍然 可 以 用 集合 论 中 的 某 些 记号 ， 例如 ， 
“4AEC 或 4E0bjC ”将 表示 “4 是 范畴 © 的 一 个 对 象 ” 当然 ,O01 
也 没有 否定 某 一 范畴 的 全 体 对 象 组 成 一 个 集合 的 可 能 性 ， 在 这 种 
情况 (所 有 对 象 组 成 一 个 集合 时 ), 这 个 范畴 将 称 为 小 范畴 . 

其 次 ,Ca 规定 ， 任 何 一 对 对 象 4 与 B 必 有 一 个 态 射 集 C(4， 
B) 与 之 对 应 ， 但 是 并 没有 强调 C(4，B) 不 是 空 集 (C (4，,，4) 当 然 
不 能 是 空 集 ， 因 为 它 至 少 含 有 一 个 元 素 &4) .不 难 定义 一 个 范畴 
C, 使 当 4 天 BB 时 , C(4, B) 一 定 是 一 个 空 集 ， 这 样 的 范畴 称 为 一 
个 离散 范 时 (discerete category) 

最 后 ， 由 4s，C(4，4) 中 至 少 含有 一 个 恒 等 态 射 ss。 当然 

C(4,， 4) 中 只 能 有 一 个 恒 等 态 射 ss， 因 为 车 &4 也 是 一 个 恒 等 态 

射 ， 则 必 有 sa 一 cies 一 的 ， 所 以 ， 对 任何 范畴 CE， 与 任何 对 象 4， 

C(4，4) 必 是 一 个 么 半 群 Cmonoid, 有 单位 元 的 半 群 )， 于 是 , 一 
gs 


个 离散 范畴 只 不 过 是 一 类 对 象 4， 卫 ，C，…， 而 每 一 个 对 象 对 应 
一 个 入 半 群 而 已 特别 ,车 G 是 任意 的 一 个 么 半 群 ,那么 , 我们 就 
可 以 定义 一 个 范畴 C， 它 具有 一 个 对 象 ， 用 一 个 符号 4 来 表示 ， 
而 CC(4， 4) 就 取 所 给 的 G， 这 样 ,只 有 一 个 对 象 的 范畴 叫做 一 个 
独 异 范畴 ， 

在 上 面 所 举 S，G@, Top, 等 等 这 些 例 子 中 ， 所 有 的 态 射 都 是 区 
射 , 甚至 于 是 同 态 (保持 其 代数 结构 ) ,因而 叫做 态 射 ,但 是 ,在 一 般 
的 范畴 中 , 其 态 射 可 以 根本 不 是 映射 ,当然 谈 不 上 是 同 态 了 , 因为 
定义 工 并 没有 作 此 规定 ， 离 散 范畴 当然 就 是 这 种 类 型 ， 我 们 再 举 
一 个 例子 , 它 在 以 后 是 要 用 到 的 . 

' 例 1 所 有 序 集 设 吕 为 一 个 集合 ， 其 元 素 之 间 存 在 一 种 可 
传 与 自 反 的 关系 玉 , 即 , 若 <722 且 DRe 刚 cRei 而且 对 任何 %€0， 
恒 有 wRa， 这 种 集合 称 为 拟 有 序 集 ， 我 们 现在 以 Q 的 元 素 为 对 
象 来 作成 一 个 范畴 ©, 使 当 Rb 时 定义 Cg, 5) 为 一 个 单元 集合 ， 
其 唯一 的 元 素 是 一 个 符号 bo 如 a 对 5 无 此 关系 . 即 , 当 a 时 ， 
定义 Clg, 5) 为 空 集 ， 容 易 逐 条 验证 ,所 有 的 a€90 连同 所 定义 的 
C(c, 5) 组 成 一 个 范畴 ， 这 里 的 态 射 根本 不 是 映射 ,当然 更 不 是 同 
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下 列 两 个 例子 是 所 有 序 集 的 特例 . 

例 2 设 9 为 实数 集 ( 所 有 实数 之 集 的 任 一 非 空子 集 ) ， 
表示 ob, 则 得 一 个 范畴 . 

例 3 以 人 Q 表 正 整 数 集 ,4R2 的 意思 是 4 可 整除 以 记 为 415)， 
也 得 一 个 范 团 ， / 

设 人 为 任 一 个 范畴 ， 我 们 常用 一 个 简 头 来 表示 态 射 即 , 符号 


0o，A->B ,或 4>B 都 表示 o EC(4， B), 因此 , o 的 定义 域 4 也 
称 为 o 的 源 (source) ,而 其 变 区 BB 又 叫做 o 的 靶 (target). 用 交换 
图 往往 可 以 很 形象 地 表达 态 射 与 态 射 的 关系 .在 平面 上 或 空间 中 
取 一 些 点 , 每 一 点 代表 一 个 对 象 , 不 同 的 点 可 以 代表 同一 个 对 银 ， 
但 一 个 点 不 能 代表 两 个 不 相同 的 对 象 ， 在 点 与 点 之 闻 用 第 头 ( 代 


省。 


夷 相应 的 态 射 ) 连接 起 来 ， 则 得 到 一 个 由 点 与 箭头 所 组 成 的 图 党 . 
如 果 从 图 形 上 的 任 -- 顶 点 4 出 发 ， 沿 着 箭头 方向 有 两 条 或 两 条 以 
上 上 的 路 径 和 都 可 到 达 媳 点 , 且 任 一 路 径 上 诸 态 射 之 积 一定 等 于 其 余 
路 径 上 诸 态 射 之 积 , 我 们 就 称 此 图 可 交换 。 通常 以 虚 箭 头 来 表示 
未 知 的 或 待定 的 态 射 , 于 是 下 列 的 左 中 右 三 图 , 若 可 交换 则 相应 地 
表示 j 一 Yoi pza) 二 pf 一 go 二 (pT)o; 存在 一 个 YEC(B, 0) (或 
者 求 一 个 TEC(B, 0)) 合 To 二 了 . 


4 本 8 8 人 . c 4 2 6 
| 
、 f ° g 
7 ~\! 
C 人 D Cc 
(1.1) 


在 抽象 群 论 中 , 同 构 的 群 往往 被 认为 是 等 同 的 ， 这 个 概念 也 
可 以 引用 于 范畴 中 的 对 象 . 四 和 
定义 2 设 cEC(4, B). 如 果 有 rEC(B, 4)， 使 rz 一 sb 
oven( 注 意 ,两 个 条 件 缺 一 不 可 ), 则 称 4 与 B 是 同 构 的 ,也 称 本 
质 相等 的 ,这 时 0 与 5 都 叫 同 构 ,或 单位 态 射 ,而 且 互 为 逆 态 射 . 显 
然 , 单位 态 射 的 逆 (不 分 左右 ) 态 射 是 唯一 的 . : 
对 象 的 同 构 性 显然 是 自 反 的 、 对 称 的 、 与 可 传 的 , 因此 任 一 范 
暑 中 的 对 象 可 按 同 构 性 来 分 成 许多 等 价 类 ， 同 一 类 中 的 对 象 都 同 
构 , 不 同类 中 的 对 象 不 能 同 构 ， 通 常 , 若 4 与 B 同 构 , 我 们 就 写成 
4=B, 这 实际 上 表示 4 所 属 的 等 价 类 等 于 B 所 属 的 等 价 类 ， 当 
然 ,对 某 些 具 体 情况 ,一 ”往往 表示 “等 同 ”?，“4 一 B” 的 意思 是 “4 
与 召 是 同一 个 对 象 , 不 仅 己 构 而 已 ”?， 在 本 书 中 (实际 上 在 每 一 本 
抽象 代数 中 ).“=” 往 往 都 有 这 两 种 含义 , 读 时 必须 注意 ， 有 时 为 
了 强调 4 与 B 虽 同 构 但 不 一 定 等 间 时 ,我 们 也 采用 记号 “4 二 BB 
如 果 o:4~>B 为 同 构 , 5 为 其 逆 态 射 ,那么 ,在 任何 有 关 有 的 
交换 图 中 ,车 换 4 为 B, 换 fEC(4, 刀 ) 为 fo, 换 gEC( 轧 , A) 为 
zy 所 得 的 图 当然 仍 可 交换 ， 所 以 , 在 范畴 的 理论 中 , 同 构 的 对 象 


入 生 多 


实际 上 具有 相同 的 性 质 


“$2 道 范畴 与 对 偶 原 则 


设 C 为 一 个 范畴 ,， 4，B,O, … 为 其 对 象 ,C(4，B), … 为 其 
态 射 集 ， 我 们 来 用 下 列 的 方法 作 一 个 新 的 范畴 Co. 

到 《4 的 对 象 仍 为 4，B，O，…， 但 为 了 区 别 起 见 ， 同 一 个 
4 在 作为 Ce 的 对 象 时 改写 成 40， 又 取 态 射 集 Co(4%，Bo) = 
c(B, 4)， 同 样 , EC(B,， 4) 在 作为 C*%(A4?，B?) 中 的 元 素 时 ， 改 
写成 o*.， 因 此 ,同一 个 o, 在 C 中 它 的 定义 域 是 B, 变 区 是 4, 而 
在 C 中 , 它 的 定义 域 却 是 49= 4, 变 区 是 太一 卫 , 恰好 倒 过 来 . 当 
"ECMHA, Bo WECHIHBS, O00) 时 ， 因 cE€E€(B, 4),; 75EC(O, 
DB)， 故 crEC(O,， 4)= CE?(4%，08)， 所 以 我 们 定义 raco= or= 
cz) EC (400 ， 一 般 地 ,定义 cgc9 ac 一 ao al。 于 是 
组 成 C? 的 三 种 成 员 都 已 确定 ， 容 易 验 证 ， 三 条 公理 也 都 是 满足 
的 .所 以 C 是 一 个 范畴 , 它 称 为 范畴 C 的 道 范畴 ， 显 然 Co% 一 C， 
对 于 C 的 任 一 交换 图 ,车 把 所 有 的 对 得 与 每 一 个 态 射 的 右上 角 都 
加 上 “0”, 同时 把 所 有 的 箭头 都 调转 方向 (都 变 成 C* 中 的 对 象 与 态 
射 ), 则 得 一 个 有 关 CE9 的 交换 图 ， 同 样 ,对 于 C9 的 任 一 个 交换 图 ， 
探 去 所 有 对 象 与 态 射 的 右上 角 的 “0”， 同 时 调转 所 有 篆 头 的 方向 
( 变 成 C 的 对 象 与 态 射 ), 则 得 C 的 一 个 交换 图 . 

例如 , 对 于 群 范畴 @, 其 道 范 畴 @? 的 对 象 仍然 是 群 , 但 态 射 集 
Go? (A?，B?) 却 是 由 群 B 到 群 4 的 所 有 群 同 态 之 集 ， 再 以 $1 中 
的 例 3 为 例 ， 以 C 表示 那里 的 范畴 ， 那 么 ,EC9? .的 对 象 仍然 是 正 整 
数 ,但 当 5|e 时 , C*(w, 5) 是 单元 集合 (注意 , 车 a 是 5 的 因数 , 则 
C(a, 5) 是 单元 集合 ， 现 在 变 成 ，& 是 5 的 倍数 时 ，C°(w, ) 是 单 
元 集合 ) , 否则 C* (a, 5) 是 空 集 . 

道 范畴 所 起 的 作用 在 于 它 提供 了 极其 重要 的 对 偶 原 则 . 

假定 S 是 一 句 对 任何 范畴 都 有 意义 的 陈述 语 ( 说 明 一 个 概念 ， 
提出 一 个 命题 , 肯定 一 条 规律 , 等 等 ) ,将 S 引用 于 范畴 Cc 与 C* 上 ，, 

是 se 


我 们 就 得 到 两 句 有 关 C 与 的 陈述 语 S(C) 与 S(CY)， 最 后 将 
S (Co) 翻译 成 -- 句 有 关 人 的 陈述 语 ,就 是 ,8(ECo) 中 Co 的 对 象 都 换 
成 € 的 相应 对 象 ( 只 要 擦 去 右上 角 的 “0”)，C? 的 态 射 都 改 成 C 
的 相应 态 射 ( 擦 去 右上 角 的 “0”， 再 调转 方向 ) ,这样 所 得 到 的 陈述 
语 S*(C) 是 SC(C) 的 对 偶 陈 述 语 . 车 S(O) 说 明 一 个 概念 , 则 5°(C@) 
说 明 其 对 偶 概 念 ; 车 SG) 是 一 个 命题 ， 则 8"(C) 是 对 偶 命 题 ; 特 
别 , 如 果 S 是 一 条 对 C 与 Co 都 已 证 明 的 定理 ， 则 So(C) 也 是 一 条 
定理 ， 勿 需 再 证 (因为 8(Co) 与 S*(C) 是 等 价 的 )， 这 就 是 对 偶 原 
则 ， 因 此 , 由 对 偶 原 则 , 一 个 概念 就 变 成 两 个 概念 , 一 条 定理 就 变 
成 两 条 定理 . 

下 列 定义 中 的 始 对 象 与 终 对 象 是 一 对 最 简单 的 对 个 概念 

定义 3 若 对 任何 对 象 4, Gl(I，4) 一 定 是 单元 集合 (只 含有 
一 个 元 素 的 集合 )， 则 工 叫做 始 对 象 ; 车 对 任何 4, C(4, 了 T 了 ) 一 定 
是 单元 集合 ， 则 全 叫 终 对 象 车 乙 吓 是 始 对 象 又 是 终 对 象 , 则 了 
称 为 零 对 象 . 

例如 ,S 没有 始 对 象 ， 任何 单元 集合 都 是 终 对 象 ; 在 1 例 8 的 
范畴 中 , 1 是 始 对 象 ,但 无 终 对 象 ; 在 群 范畴 @ 中 , 单元 群 (只 有 一 
个 元 素 的 群 ) 既是 始 对 象 , 又 是 终 对 象 , 因而 是 零 对 象 . 

现在 来 说 明 始 对 象 与 终 对 象 是 相互 对 侦 的 概念 ， 

以 S(C) 表 示 定 义 3 中 的 前 半 句 话 ( 始 对 象 的 定义 ); 车 对 任何 
对 象 4, C(I，4) 一 定 是 单元 集合 , 则 I 则 做 (C 的 ) 一 个 始 对 象 , 那 
么 , S(C9) 就 是 Co 中 的 始 对 象 的 定义 ， 若 对 任何 对 象 40， Co (1， 
4o) 一 定 是 单元 集合 ， 则 Ze 叫做 (C? 的 ) 一 个 始 对 象 . 由 于 
Co(To，49) =C(4, 7) ,所 以 把 (Co) 翻译 成 有 关 @& 的 陈述 请 ,我 
们 就 得 到 So(C), 若 对 任何 对 象 4, O(4, 1) 一 定 是 单元 集合 , 则 
7 为 终 对 象 . 

显然 ,一 个 范畴 C 若 有 始 对 象 ， 它 本 质 上 只 能 有 一 个 始 对 象 
事实 上 ,车工 与 卫 都 是 始 对 象 ,那么 , C(I, I) 与 C(I', 了 ) 都 是 单 
元 集合 , 其 态 射 之 积 除 了 等 于 &1 与 sr 以 外 没有 其 它 的 可 能 性 . 所 
以 工 与 了 本质 相等 。 本 命题 既然 对 任何 范畴 都 正确 , 它 对 C? 当 
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然 记 是 正确 的 ， 但 中 的 始 对 象 就 是 C 的 终 对 象 ， 所 以 本 命题 
的 对 偶合 题 “ 范 畴 C 者 有 终 对 和 象 ， 它 基本 上 内 能 有 一 个 终 对 象 中 
必然 是 正确 的 ,无 须 再 来 证 明 . 

至 于 零 对 象 ,我 们 有 : 

. 定理 1 者 C 有 零 对 象 ， 它 本 质 上 只 能 有 一 个 零 对 象 设 2 
为 仔 一 个 零 对 象 Oiz 与 Ozgp 为 人 (4， JI) 与 人 玉 ) 中 瞧 一 的 元 
素 , 则 乘积 Ozs04z 不 随 堆 对象 的 选取 而 改变 . 

证 ”定理 的 第 一 部 分 由 始 对 象 与 终 对 象 的 本 质 肉 一 性 来 得 
到 . 

第 二 部 分 的 意思 是 , 若 乡 是 另 一 个 零 对 象 , 则 必 有 


Ozp04z = OzpO0az. : 3.1) 
小 也 及 是 说 下 面 的 图 : 
Z 
Oaz Oz | 
4 B (2.2) 
Qaz’ ome 


2 


本 交换 ,这 里 g 与 是 Cl2， 2) 与 和 0 ，2 中 办 一 的 元 素 . 
我 人 1 首先 有 tO ag = 04z, WUWzpG 一 Ogs, 所 以 
COzaB(CL45 一 Og p07O4g 一 亿 zrp8z， 04z — Oz, pO az 7 


郝 得 (2 1). 口 

我 们 弟 以 048 来 天 示 禹 积 OznQsaz， 这 里 4 是 任 一 个 零 对 象 ， 
这 个 O48 叫做 C(4,，B) 中 的 堆 态 射 。 于 是 , 若 和 有 零 对 象 , 则 
每 一 个 C(4， B) 中 有 一 外 且 仅 一 个 零 态 射 为 了 简化 , Cha 也 记 
成 Q， 当然 在 具体 问题 中 ， 我 们 应 该 认 清 ， 同 一 个 记号 0 到底 是 
Gas 还 是 04p:， 我 们 再 约定 ,“0 ”这 个 记号 也 用 来 表示 零 对 象 ,， 这 
样 作 在 范畴 理论 中 并 无 害处 ,但 却 便 于 叙述 . 

推论 设 fEC(4, B), gE€C&(B, 0), 且 jf 与 9 中 至 少 有 一 个 
等 于 0, 则 9f 一 0， 


”事实 上 ,车 f=00p040, 则 gf=gOos040=0o000s0o0s0. 口 

就 范畴 AG (所 有 的 交换 群 连 同 其 群 同 态 所 组 成 的 范畴 ) 来 说 
明 零 对 象 与 零 态 射 的 意义 是 一 个 很 有 直观 性 的 例子 … 我们 假定 所 
有 交换 群 的 群 运算 都 是 “十 ”法 ， 那 么 ， 只 有 一 个 元 素 的 群 就 是 堆 
群 ,以 O 表示 ,而 且 每 一 个 交换 群 都 以 O 为 其 最 小 的 子 群 , 易 知 ， 
AG(4, 0) 的 唯一 元 素 就 是 把 4 全 部 映 成 0 的 群 同 态 ,而 AG(O， 
8) 的 唯一 元 素 是 把 O 映 成 B 的 零 元素 的 群 同 态 ， 所 以 ， 零 态 射 
O04s 就 是 这 样 的 一 个 群 同 态 , 它 把 4 的 所 有 元 素 都 映 成 B 的 零 元 
素 . 

现在 我 们 可 以 提供 一 个 例子 来 说 明 上 述 推论 的 逆 命 题 一 般 是 
不 能 成 立 的 一 一 在 gf =0 的 情况 , g 与 了 可 能 都 不 是 0， 即 , 态 射 
中 可 能 有 零 因子 ， 取 4 与 BB 都 是 交换 群 ， 且 A 为 BB 的 真子 群 
但 关 0. 让 天 4 一 B， 使 fle) =a€B, Ya€ 4， 再 取 g 为 由 B 到 
8/4 的 群 间 态 ， 显 然 , 了 与 9 都 不 是 0, 但 对 任何 4€.4, gf(@) 是 
B/4 的 零 元 素 , 故 gf 一 0. 


33 单 态 射 与 满 态 身 


在 集合 论 中 , 设 f 4->B 是 一 个 由 集合 4 到 集合 B 的 映射 ， 
如 果 当 gi 天 as 时 , 必 有 (a) 关 f (as), 则 玫 叫 做 单 映射 ; 如 果 对 于 
任何 DB, 至 少 必 有 一 个 a€ 4, 使 f(@) =6, 则 了 叫做 满 映 射 .这 
样 的 提 法 在 范畴 论 中 是 不 能 引用 的 ， 因 为 一 般 的 范畴 中 的 对 象 未 
必 是 集合 ,其 态 射 也 不 一 定 是 映射 (例如 $1 的 例 1), 没有 4€4， 
与 fo 这 样 的 概念 ， 所 以 , 要 想 把 单 映射 与 满 映 射 这 样 的 概念 引 
用 于 范畴 中 ， 我 们 必须 能 够 找到 一 种 对 任何 范畴 都 有 意义 的 陈述 
” 我 们 先 来 看 看 作为 单 〈 汪 ) 映射 需要 什么 充 要 条 件 ， 先 设 太 
4 一 了 是 单 瞎 射 ， 任 取 gi 与 gs 都 是 由 集合 C 到 集合 4 的 上 映射. 
如 果 针尖 ga 必 有 CE0O, 使 gi(e) 六 gsa (ec), 因 而 fgi(c) 关 j1ga(6) ， 即 
fq1i 产 fg9a。 因此, f 是 单 映射 的 充 要 条 件 是 , 对 任何 C, 对 任何 gu 
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9a: O44, 在 fqi=fgs 时 , 必 有 qn=ga， 同样 可 以 证 明 , ff 是 满 映 
射 的 充 要 条 件 是 ,对 任何 DD, 任何 hy, hs，B->D, 在 fhsf 时 ， 
必 有 hi = hs. 

这 两 个 充 要 条 件 当 然 也 可 以 作为 单 、 满 映射 的 定义 ， 特 别 ,由 
于 它们 本 身 对 于 任何 范畴 都 有 意义 ,所 以 我 们 取 它 们 为 单 、 满 态 射 
的 定义 . 
定义 和 设 fEC(4,B)、， 如果 对 于 任何 C， 任 何 gi 与 gs€ 
C(O, 4), 在 fgi1= fg 时, 必然 有 gi 一 ga( 满 足 左 消去 律 ), 则 下 叫 
做 一 个 单 态 射 , 如 果 对 于 任何 也, 任何 加 hs EC(B, D), 在 及 f= 
hof 时 ,必然 有 加 一 ha( 满 足 右 消去 律 ), 则 了 叫做 一 个 满 态 射 : 
在 用 箭头 表示 态 射 时 ， 单 态 射 常 表 以 “>>”， 而 满 态 射 常 夫 以 

逆 范 畴 © 中 的 单 态 射 的 定义 应 该 是 “在 用 及 一 了 有 h2 时 ， 必 然 
有 内 一 他 把 这 名 陈述 语 翻 译 成 有 关 EC 的 陈述 语 ， 则 得 “hj f= 
haf 时 ,必然 加 =hs”, 这 栓 是 满 态 射 的 定义 ， 因 此 , 单 态 射 与 满 态 
射 是 相互 对 偶 的 .， 换言之， 大 4->B 是 单 ( 满 ) 态 射 , 当 且 仅 当 了" 
B”->4° 是 (C? 中 的 ) 满 ( 单 ) 态 射 ， 所 以 , 在 把 一 句 有 关 & 的 陈述 
语 SCC9 翻译 成 S(C) 的 对 个 陈述 语 Bo(C) 时 ， 必须 把 S CC) 中 的 
满 ( 单 ) 态 射 改 成 单 ( 满 ) 态 射 . 

定理 2 若 fg 是 满 态 射 ， 则 是 满 态 射 - 

证 设 有 加 f=haf， 则 hfg™ hsfy. 因 jg 是 满 态 射 ， 放生 
ha. 口 

将 定理 2 应 用 于 范畴 起 ， 即 得 若 f*9 是 满意 射 ， 网 站 是 消 

态 射 *” 翻译 成 有 关 C 的 陈述 语 , 即 得 定理 2 的 对 俩 定理 . : 

定理 2 若 gf 是 单 态 射 , 则 是 单 态 射 . | 

定理 2° 的 正确 性 是 由 对 侦 原则 所 保证 的 ， 所 以 和 和 再 正 ( 
然 独立 证 明 也 是 非常 容易 的 ). 

我 们 已 经 知道 , 在 集合 范畴 S 中 ， 六 ) 了 对 必 是 单 ( 滑 ) 杰 
射 , 其 实 , 在 群 范畴 G 中 也 是 这 祥 , 见 

定理 8 在 @ 中 ,fEG(4, B) 是 单 ( 满 ) 态 射 当 和 且 仅 当 了 是 单 


ss 。 
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( 满 ) 辣 态 . 

注意 , 本 定理 的 单 满 两 部 分 都 需 证 明 ， 能 几 对 信 原 网 ， 

证 ”人 先 证 “ 单 “ 部 分 . 

设 f. 4 一 B 为 从 群 4 到 BB 的 一 个 单 同 态 (保持 群 结构 的 单机 
射 ), 则 当 or ms€ 4, 但 oas 时 ;foi) 关 ca, 如果 了 不 是 单 态 
射 ， 光 有 和 群 O, 号 gi, Js: QO->4, qi 9s, 但 fqi= fq9a. 取 cEOQO, 售 
gi(6) 天 gs (0)， 于 是 f91(6) 关 fqa(6)， 这 时 不 可 能 有 fq1 一 fga. 克 
盾 . - 
过 淤 , 若 /: 4->B 不 是 单 同 态 , 其 核 六 (是 4 的 某 一 个 正规 
人 两 个 元 素 ， 取 gi: NN>>4 为 伐 入 映射 , 即 , 当 4€ 
NN 时 , gi(@) 一 mE 4， 又 取 ga N->4, 使 对 任何 wENWN, 恒 有 9s(@) 
=e 为 4 的 单位 元 .于 是 fqi 与 fga 都 属于 @(N，B}), 它们 都 拱 
VW 的 元 素 映 成 B 的 单位 元 , 故 fg1 一 fga， 但 因 9 xya, 左 消去 律 
不 能 成 立 , 所 以 了 不 能 是 单 态 射 、“ 单 ”部 分 得 证 . 

再 证 满 部 分 

设 f; 4—>B 为 满 同 态 ( 保 持 群 结构 的 满 映 射 )， 我 们 要 证 下 必 
是 满 态 射 ， 任 取 g, 9aEG(B, 0). 如 果 gqi 关 9s， 则 有 58EB， 和 使 
(0) 关 gs( 人 六， 因 了 是 满 同 态 ， 必 有 xcE4， 使 Fe) 一 六 因此 
gif ao) 到 gaf (wm)， 这 时 gyf 不 能 等 于 f， 因 此, 若 gr1f 一 gaf, 性 
然 有 Ji 一 gs， 这 说 明 在 消去 律 成 立 , 因而 是 满 态 射 ，， 

及 过 米 ,如果 上 4-> 有 不 是 满 同 态 ,我 们 要 证 明 它 世 不 能 是 满 
态 射 。 为 此 ,我 们 党 要 找到 一 个 群 S, 使 在 G(B, 中 有 两 个 群 网 
春 央 本 go, 天 天 85 但 91f 一 gp， 这 说 明 右 消去 律 不 成 立 , 因 而 就 

证 明了 /了 不 是 满 态 射 . 

让 f(4)=H, 它 ， ,是 的 一 个 真子 群 ( 因 不 是 满 同 态 ). 让 
$6 一 S(B, GF (2)), 这 里 看 成 一 个 集合 ，GQ 了 (2) 为 二 元 域 ， 当 
¢p, WED, EBHNH, 令 ($+w) (%) 一 (o) 十 内 (w)， 则 多 作成 一 个 
交换 群 ， 又 当 5，zEB，g$E 古 时 ， 定 义 (84$) (z) 一 $25)， 于 是 
bp ED,mH oT 0p bY, (00) b= 000@), ptp=0. .. 

以 8 表示 旋 有 二 元 向 量 Y，0) 之 集 ， 中 E 备 , 5B， 状 规定 

e Hs. 


($, 5) (二 0 一 (人 十, 55。 不 难 验证 ,护法 满足 结合 律 ; (0, 1) 
为 单位 元 , 这 里 0 表示 将 B 的 所 有 元 素 都 映 成 GF(2) 的 0 元 素 之 
映射 ,而 1 为 B 的 单位 元 ; 而 且 (2- 场 , 8- 为 ($, 5) 的 道 元 素 , 故 
S 为 一 个 群 . 

当 5€EB 时 ,定义 gu(5) = (0, 5) ES. 

为 了 定义 gs, 我 们 取 这 样 的 洲 EGF, 使 当 wEH 时, 由 (2) 一 1 
而 当 w€B 但 € 五 时 ， 由 (z) =0， 于 是 , 定义 ga(0) = ++by 灿 ,5) 
ESBS， 易 知 gi 与 ga 都 是 群 岗 态 ,而 且 都 是 单 的 . 

我 们 再 证 明 , 若 2E 互 则 由 + 一 0， 而 当 5EH 时 ,由 十 by 
*0.， 事实 上 ， 当 5EH 时 , 车 zwEH, 则 (十 B) (2) = 由 (2) 十 
(20) =1+i=0, 若 jE RH, 则 (w+op) 2) 一 出 (02 十 由 (20) 一 0 十 0 
一 0。 所 以 ,不 论 zx 是 否 属 于 五 , (由 十 5 办 (w) 总 等 于 0, 即 , 水 十 好 
一 0， 当 bE 日 时 , 若 wEH, 必 有 他 二 5 轴 ) (0) 一 册 (o) 十 册 4z0) 一 
1 十 0 一 1 天 0, 所 以 ,十 2 小 夫 0. 

因此 ， 当 5EH 时 ，g1 (2) 一 (0， p) gab), 而 当 6E 瑟 时， 
Op) ga(0)， 故 得 gi go. 

对 于 任何 6E4， jw EH, 所 以 gf(o) 一 gaf(@), 因 此 gf= 
gaf。. 定理 得 证 ， 

“定理 和 单位 态 射 是 既 单 目 满 的 . 

证 车 o 是 单位 态 射 , 则 有 ,使 or 与 rc 都 是 恒 等 态 射 . 便 
等 态 射 当然 是 既 单 又 满 的 , 故 由 定理 3, o 是 既 单 且 满 的 . 口 

对 于 范畴 9S, @,， AG 来 说 , 定理 4 的 道 定理 也 是 正确 的 , 因为 
在 这 些 范 畴 中 , 既 单 且 满 的 态 射 必 是 既 单 且 满 的 映射 与 同 态 , 即 为 
同 构 ,， 故 有 逆 态 射 ， 但 是 一 般 来 说 , 定理 4 的 逆 命 题 是 不 正确 的 ， 
既 单 且 满 的 态 射 未 必 有 道 态 射 。 举 一 个 例子 ， 在 实数 集 上 建立 两 
个 拓扑 ,成 为 两 个 拓扑 空间 了 与 7', 前 者 是 通常 的 拓扑 , 即 以 数学 
分 析 中 所 定 的 开 集 为 人 的 开 集 ， 后 者 是 离散 拓扑 , 每 一 个 子 集 都 
是 开 集 ,特别 是 每 一 个 点 都 是 开 集 ， 取 fT' 一 了 ,使 对 每 一 点 a， 
都 有 Fa) =aET， 这 个 了 当然 是 连续 的 ,而 且 是 既 单 且 满 的 ， 其 
道 喘 射 应 该 是 这 样 的 -- 个 映射 9g， 一 了 T', 使 对 每 一 个 %E 了 ， 必 有 


% le。 


g(a) -wET'， 但 是 g 是 不 连续 的 , 因为 在 2 中 任 取 -- 点 4@( 它 是 
7" 的 一 个 开 集 ), 在 TT 中 却 找 不 到 一 个 开 集 I, 使 g(1) ~a, 故 ge 
Top(7, 7 )。 换言之 , 没有 逆 态 射 , 它 当 然 不 是 单位 态 射 。 

最 后 ， 我 们 附注 ， 大 范畴 C 有 零 对 象 0， 则 对 任何 对 象 B, 
C(O0, 8B) 中 的 唯一 元 党 Ooa 必 是 一 个 单 态 射 ， 因 为 Ooa 者 能 右 飞 
以 一 个 go, 这 个 a 的 变 区 必然 是 0, 即 , ca 必 是 某 一 个 CC4，O) 中 
的 元 素 ， 但 是 C(4，O) 中 只 有 一 个 元 素 , 所 以 在 Oosc = Ooar 时 ， 
必然 有 0 二 +， 对偶 地 ，C(B, 0) 中 的 唯一 元 素 Oo 必 是 满 态 射 . 

但 ， 一 般 地 ， 三 4 不 是 终 对 象 ， 则 O48 = Qos0Oa0 不 是 单 态 射 ; 
而 当 8B 不 是 始 对 和 象 时 ,04s 不 能 是 满 态 射 ， 


$4 核 写 上 核 


核 导 上 核 是 范畴 理论 中 的 另 一 对 非常 重要 的 对 偶 概 念 . 

定义 5 设 范畴 @ 有 零 对 象 , 因而 有 零 态 射 , 则 FEC(4， B) 
的 核 Ker f 是 一 个 对 象 忆 与 一 个 态 射 9EC( 慌 ， 4) 所 组 成 的 偶 
(有 ,mn), 使 (了 D ;是 单 态 射 ; (2) 说 =0; (3) 对 任何 9GE4(CD，4)， 
只 要 fg=0, 就 必 有 TEC(D, KK), 使 w=g. 因此 , 车 (KD) 是 
Ker f, 则 对 任何 D 与 任何 SC 4)， 在 jg=0 时 必 有 下 面 的 


交换 图 
ZL ~ 人 、 (4.1) 
tLD 


/8 
以 群 范畴 @ 为 例 , 其 态 射 都 是 群 同 态 ， 如 果 f 是 由 群 4 到 8B 
的 一 个 群 同 态 ,天 是 同 态 了 的 核 , 则 KK 是 生 的 一 个 正规 了 群 把 
K 从 4 中 拉 出 来 ,再 柑 进 入 , 则 得 一 图 
KASDB fn=0. z 
如 果 g 是 群 刀 到 上 的 一 个 群 同 态 ， 有 fy=0, 则 g(D) 必 含 在 
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KCA4 内 于 是 , 当 d€D 时 ,让 7z(0) 一 g(qd) EKCA, 则 nt 一 090. 
这 说 明了 , 群 同 态 f 的 核 也 就 是 群 范畴 中 的 态 射 之 核 (加 一 个 嵌入 
映射 ). : 

定义 5 中 的 三 个 条 件 其 实 可 以 合并 成 两 个 条 件 ， 见 

定理 5 (及 ，”) 是 Ker f 当 且 仅 当 (四 fw=0，(2) 对 任何 
D 与 g€C(D, 4), 只 要 fg=0, 就 必 有 了 唯一 的 rEC(D, 玉 )， 使 
nT™— 0g. 
我 们 看 到 , 定义 5 中 “%w 是 单 态 射 ” 这 个 条 件 换 成 了 的 唯一 
性 / 四 

证 大 7 是 单 态 射 ， 则 当 0 = NT = NT 时 , 必 有 一 Ta。 

友 过 采 , 知 9 一 12 =TTa 则 因 一 0 必 有 太一 0、 再 从 位 必 
等 于 ra 得 7 是 单 态 射 . 口 四 

定理 5 中 的 第 一 个 条 件 常 称 为 泛 性 质 ， 它 也 是 范畴 理论 中 的 
一 个 很 重要 的 性 质 ， 我 们 在 本 书 中 常 要 用 到 这 个 性 质 . 

假定 (K, ) 是 fEC(4, B) 的 核 , 那么 ， 对 任何 单位 态 射 办 
KK'->K( 即 K' 与 KK 辣 核 ), 我们 能 证 明 , (K',m$) 必 也 是 了 的 核 . 
以 群 范畴 @ 为 例 ， 我 们 常 以 记号 Z 来 表示 整数 加 法 群 (或 环 ) ,而 
当 wp 为 任 一 正 整 数 时 ， 以 Ze 表示 整数 mod p 所 得 的 加 法 群 (或 
环 )， 让 请 Z->Z?、 在 群 论 中 , f 的 核 当 然 是 (p)， 再 以 ” 玫 示 帜 
入 映射 ， 则 ((5), m) 是 态 射 了 的 核 ， 但 对 任何 正 整 数 mp， 令 bm 
(1m) ->(5)， 使 mmrp, nw 一 0， 土 1， 土 2,…， 则 (Cm), mm) 也 是 
态 射 的 核 ， 由 此 看 来 , 态 射 的 核 并 不 唯一 ， 但 由 定义 ,我 们 立即 就 
可 得 出 

推论 1 若 态 射 了 有 核 , 它 本 质 上 只 能 有 一 个 核 . 

事实 上 , 若 (K, mp) 与 (D, 9) 都 是 了 的 核 ,那么 , 因 fg=0, 必 有 
唯一 的 TEC(D, 尺 ), 使 mI=g. 又 从 f=0， 必 有 了 唯一 的 aoE 
C(K,D), 使 go=nm. 于 是 , ra 一 00 一 0 一 908r。 因 ?是 单 态 射 ， 
左 消去 律 成 立 , yo ==&x， 同 理 , oz 一 ap。 所 以 ,T 与 都 是 单位 态 
射 ,而 与 DD 同 构 ， 因此, (RK, 7m) =Ker 了 实际 上 是 指 一 些 同 构 
于 万 的 对 象 连同 相应 的 单 态 射 所 组 成 的 等 价 类 . 

ss 全 se 


有 时 为 简化 计 ,“( 及 , m) = Ker f” 常 改写 成 m=Ker f 因为 在 
7 已 知 时 , 其 定义 域 多 当然 是 确定 的 ,所 以 ,可 以 省 去 ， 

核 的 对 个 概念 是 上 核 ， 为 了 用 对 偶 原 则 来 定义 上 核 , 我 们 任 
到 f°EC?(B?，A4?), 并 设 (W?, mo) 为 . 户 的 核 , 则 有 交换 图 


(4.2) 


A a 
这 是 一 个 有 关 Ce 的 交换 图 ， 翻译 成 C 中 的 交换 图 ( 擦 去 右上 角 的 
“0”, 再 调转 所 有 的 箭头 方向 , 并 注意 , 当 2 是 Co 中 的 单 态 射 时 ， 
x 是 C 中 的 满 态 射 ) ,得 下 列 的 交换 图 
仿 
一 


(4.3) 


4 1 


这 个 图 表达 了 下 面 的 定义 . 

定义 5 . 设 范畴 有 零 对 象 ,因而 有 和 零 态 射 , 则 ffEC(A4, B) 的 
上 核 Cok 了 是 一 个 对 象 W 与 一 个 态 射 mn EC(B, 矿 ) 所 组 成 的 偶 ， 
使 (1) ww 是 满 态 射 ，(2) wf 一 0，(38) 对 任何 9EC(B，C)， 只 要 
9f 一 0， 工 必 有 TEC(W，0), 使 vx 一 g. 这 时 记 成 (W,， ww) 一 
Cok f, 或 简 记 成 x=0ok f.  - | 

定理 5 的 对 偶 定 理 是 

定理 人 , 素 , z) 是 Cok 了 当 且 仅 当 (1) wf=0;，(2) 对 任何 
与 任何 gE€ C5(B, 0), 只 要 gf=0 就 必 有 唯一 的 rEC(W, 0) 使 
THN=0. : 

与 核 的 情况 一 样 ， Cok f 也 是 一 些 同 构 的 模 与 相应 的 满 同 态 
所 组 成 的 等 价 类 ， 类 似 地 , (FF, x) 一 Cok f 常 简化 成 z 一 Qok 了. 


es js。 
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”就 群 范畴 @ 的 清 况 来 说 明 上 核 的 意义 、 设 上 4->B, 如 果 B 
是 交换 群 ， 那 么 ，7(4) ( 指 了 的 象 ) = 互 必 是 B 的 正规 子 群 ， 让 
丽 = B/ 五 , m 为 满 同 态 B>WY, 那么 , 易 证 , (WW, x) 一 Ook f， 但 是 
在 B 不 是 交换 群 的 情况 ,问题 就 不 那么 简单 了 ， 因为 这 时 f(4) = 
五 不 一 定 是 B 的 正规 子 群 . 设 (WV, w) 一 Cok f, 则 w，B>W 是 
满 同 态 , 其 核 入 应 是 B 的 一 个 正规 子 群 且 包 含 互 ， 不 难 证 明 , 这 
时 六 必须 是 包含 互 的 最 小 正规 子 群 (所 有 包含 五 的 正规 子 群 之 
交 ) ,因而 W=B/N. 

我 们 证 明 

定理 6 设 C 有 零 对 象 , 因而 有 零 态 射 , 则 单 态 射 的 核 是 (O， 
0) (前 一 个 0 指 零 对 象 , 后 一 个 0 指 零 态 射 ); 而 满 态 射 的 上 核 是 
(Q, 0). 

证 设 fEC(A4, B) 为 单 态 射 (KK, ) 一 Ker 万 则 因 fn=0 
~ fOrs, 故 7=Or4。 又 因 必须 是 单 同 态 ， 所 以 Oxs 是 单 态 射 . 
如 果 下头 0, C(K， KK) 中 至 少 有 两 个 态 射 ,一 个 是 sx， 另 一 个 是 
Ozx, 它们 不 能 相等 ， 俱 Ogssx = OksOgx, 左 消去 律 不 成 立 ,矛盾 . 
所 以 :到 等 于 0. 口 

逆 命 题 一 般 不 确 ， 我 们 只 需 举 一 个 反例 来 说 明 上 核 为 零 的 态 
射 未 必 是 满 态 射 就 行 了 ， 取 B 为 一 个 单纯 群 ,4 为 如 的 一 个 真子 
群 ,f. 4 一 B 为 如 入 映射 由 定理 8, f 不 是 满 态 射 ( 因 它 不 是 满 同 
态 )， 但 4) = 4， 而 包含 4 的 正规 子 群 只 能 是 B， 所 以 Cok / 
= : 

推论 多 零 态 射 的 核 与 上 核 都 是 单位 态 射 . 

事实 上 ， O48 的 核 显 然 是 84. 若 cE4GGO 4) 也 是 Op 的 核 ， 
则 必 有 TEC(4, O) ,使 oT 二 gn， rc 一 so, 放 5 是 单位 态 仿 射 ,所 上 核 ” 
部 分 是 类 似 的 ， 口 


$5 积 与 上 积 


我 们 再 来 引进 一 对 非常 重要 的 对 偶 概念 
。 145 。 


证 6 设 {4j, 和 XE4, 是 范畴 和 中 的 一 对 象 集 , 如 果 对 象 4 
与 一 集 态 射 {wx}, mrEC(4，4) ,有 具有 泛 性 质 , 即 , 对 任何 OEC， 
ee ox€C(0, 4), 必 有 唯一 的 一 个 了 EC(O, 4)， 使 对 任何 
EA 均 有 交换 图 


Cc 加 (5.1) 


则 (4，m) 做 对 象 集 14,} 的 积 或 直 积 ， 
将 和 个. D 中 所 有 的 稍 头 都 调转 方向 就 得 到 积 的 对 个 概念 
定义 6" 设 {4,}, AE A, 是 范畴 © 中 的 一 集 对 象 , 如 果 对 象 
2 与 一 集 太 身 { 1 EC(4,,，B), 具有 泛 性 质 , 芭 , 对 任何 CE 
与 任何 和 EC(4，O), 必 有 唯一 的 一 个 gEC(ZB,O) ,使 对 任何 
的 有 交 所 上 


| 2) 
人 人 4 
则 (B, m2;) 电 做 对 象 集 {4 直 的 上 积 . 
最 然 , 如 果 (4, wy) 是 {4s} 的 积 ， 而 4 与 水 同 构 ， 生 一 eu 
pi 则 C4 mxD 也 是 {4} 的 积 ， 上 积 也 是 类 似 的 , 所 以 积 与 
积 (如 果 存 在 ) 都 不 唯一 。 但 是 , 与 上 一 节 所 述 核 与 上 核 的 情况 
一 宰 我 们 有 
， 定 理 1 和 若 对 象 集 {4 有 积 ， 它 本 质 上 只 能 有 一 个 积 ; 在 对 象 
集 {4,} 有 上 积 , 它 本 质 上 只 能 有 有 一 个 上 积 . 
定理 ?中 的 两 个 命题 是 对 侦 的 ,证 其 一 个 就 行 了 
设 (4, my) 与 (0, a;) 痢 是 {4,} 的 积 ， 于 是 ， 除了 有 唯一 的 
fEC(O, 人 使 wf 一 a; 以 外 ,还 要 有 队 一 的 了 EC(4h, 中 使 omp 
-wr。 册 此 得 orf 了 =mwsf 一 05, 让 hb 了 FEC(O, 0), 则 有 交换 图 
» 40 4 


i . 
oa (5.3) 


An 


但 模 的 (0O，o;) 是 {.4，} 的 可 ,完成 交换 图 (5.8) 的 六 是 唯一 的 ， 显 
然 , 换 忆 为 eo 也 能 完成 这 个 交换 图 , 故 h=f'f=ec， 同 理 ff' 一 a4. 
所 以 4 与 0 则 构 ， 口 

我 们 常 以 开 4 与 II 4， 来 表示 {4,} 的 积 与 上 积 .车 4 是 有 
限 集 (特别 是 基数 较 小 时 ) ; Ll 4 与 有 4 有 时 也 写成 4 4 … 


4, 与 4404oT1…H4,。 在 (4 rr ((B, oo0) 为 44,} 的 积 (上 
积 ) 时 ; 我 们 常 写成 C4, w) = 了 4,((B, wm,) = 了 4,), 这 里 的 等 号 
当然 是 指 本 质 相 等 的 , (4， "实际 上 是 一 类 相互 同 物 的 对 象 -让 
应 态 射 的 代表 . 

举 几 个 例子 . 

例 工 取 C 的 对 象 类 是 所 有 的 实数 之 集合 ;, <b 时, Cla, ©) 
为 由 一 个 符号 $w 所 组 成 的 单元 集合 , 否则 Ga，p) 为 空 案 ， 设 有 
为 一 些 实数 的 集合 {fa}， 则 S 的 积 就 是 所 有 这 些 @, 的 下 确 界 ,而 
其 上 积 就 是 这 些 a; 的 上 确 界 ， 这 个 例子 说 明了 , 对象 集 的 积 与 上 
积 古 未 必 存在 的 . | 

例 必 没 C 的 对 象 类 是 所 有 的 自然 数 ， 若 412?， 则 Clg, 05) 为 
”单元 集合 ,否则 Cla, 5b) 为 空 集 、 易 知 ， {0} 的 积 是 诸 的 最 大 公 
因数 ,而 上 积 则 是 最 小 公 倍 数 . 

例 3 在 集合 范畴 写 中 取 一 些 集合 4 之 集合 合 {42 AEA. 
我 们 来 求 {4,} 的 积 . | 

在 4 上 和 定义 一 个 函数 中 ， 使 $0) 在 4， 中 取 一 个 元 案 为 
其 值 ，$ (\) 一 w, EA.， 以 甸 表 示 所 有 这 些 四 之 集 . 对 于 任 一 个 
和 EM, 任何 Eg@®, 若 员 (7) 一 wu E 4 我 们 就 定义 各》 ($) = a, C 4,. 
这 个 x, 定义 了 下 到 4, 的 一 个 映射， 因此 mw, ESS(B，4;)。 我 们 
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来 证 其 (中 ， T:) = A,. z 

任 取 集 寺 C0, 与 o,:ES(O, 4;)、 任 取 cE€0O0, 如 果 go; (0) 一 0 
我 们 就 能 在 @B 中 找到 一 个 出, 使 对 任何 入 EA4, 册 W) 一 5;, EA,.、 这 
个 责 是 瞧 一 由 c 所 确定 的 , 它 对 每 一 个 入 EA 都 有 一 个 确定 的 值 . 
令 T; CO 一 中 ,使 工 (o) 一 山 . 于 是 TT (0) 0 Cw) 一 由 (人 一 0 一 Ohy(C) ， 
也 以 wT 一 a;， 如 果 叉 有 7', 使 MT 一 Oh， 则 mr (0) = 0,(0) = 0,. 
如 果 人 (6) = 由, 则 由 x 的 定义 ,中 ) 一 是 人 ) =0, 一 (AW)， 此 等 
式 对 有 所 有 的 入 EA 都 成 并 , 故 册 = 由 ,因而 zw (6) 王 +(6). 故人 =. 
所 以 满足 等 式 wz=o0; 的 7 是 唯一 的 , 即 (@, zw,) 一 [4 

上 述 证 明 中 的 $EG 还 可 以 有 另外 一 种 表达 方式 . 车 $(%) = 
wm.€ 4;, 我们 就 取 这 些 w 之 集合 {aw} 与 之 对 应 ,反之 ,在 每 一 个 4， 
合 {6 寺 对 应 。， 于 是 名 就 与 这 样 的 集合 {tg} 一 一 对 应 ,而 wxtex} = 
@, € A,. / / 

现在 考虑 诸 4 的 上 积 。 对 每 一 个 4;, 取 一 个 集合 mx 号 之 等 
价 ,， 以 $9; 4;->S; 表示 其 等 价 上 映射 ( 即 一 一 对 应 的 映射 ), 并 假定 
这 些 SS, 中， 任何 两 个 都 不 相交 .、 (这 当然 是 办 得 到 的 ! ) 让 5 为 
庄 5 之 并 , 5S 一 U Si， 这 个 及 将 称 为 诸 4 之 和 , 记 成 对 4;, 它 


在 等 价 的 范围 内 是 唯一 的 ， 定 义 h: 4 一 8, 使 (@2) 一 内 (ax) € 
S,CN. 于 是 49， 777 一 II 4,. : | 


例 4 取 4; 都 是 交换 群 ， 并 假定 所 有 的 群 运算 都 是 “二 ”法 ， 
而 单位 元 素 都 是 0. 与 例 8 一 样 , 取 少 为 一 个 定义 于 4 上 的 函数 ， 
由 () 一 wE4， 再 定义 ($ 十 归 Oo) = 中 CO) 十 由 (0%)， 则 所 有 的 四 之 
集 下 是 一 个 加 法 交换 群 . 照样 定义 mms >4,, 则 (GD, ma) 一 了 4 

与 集合 范畴 的 情况 一 样 ,TIL4, 中 的 $ 可 以 表 成 一 个 集合 {4;}， 
MEA, 一 由 (OO EA,, 而 {a} + {a} = {9 or}. 

在 多 中 取 这 样 的 $9， 它 只 对 有 限 个 入 取 值 不 为 只。 以 
G 表 这 些 中 的 集合 , 则 G 是 瑟 的 子 群 ， 特 别 地 , 在 4 为 有 限 集合 
时，G=G. 和 群 G 申 的 元 素 由 当然 也 可 表 成 一 个 集合 {aj， 这 里 

。 18 。 


由 (%) wy， 且 只 有 有 限 个 o 尖 0， 如 果 把 4 看 成 一 个 让 序 集 ， 册 
{w} 是 一 个 向 量 (可 能 无 穷 维 的 ), 其 第 》 个 分 量 是 由 E .4w 县 只 有 
有 限 个 分 量 不 为 零 ， 这 其 实说 明了 , 这 个 G 是 诸 4, 的 直 和 ，G ~ 
图 4 而 每 一 个 4 都 是 G 的 一 个 子 群 ， 以 mm 4 一 G 家 懂 入 映 


出 . 我 们 证 明 ， (GQ, 7) = I 4,. 


” 任 取 一 个 交换 群 0, 与 群 同 态 mw: 4 一 0. 在 G 中 任 取 一 个 元 
率 C， 不 失 普遍 性 ， 假 定 g 一 (@1, G8, ,an 0, .ml<ecoe， mE€ 
4 和 定义 9: G0, 合 g(@)=T1(@) 十 za(da) 十 … 十 Tn(Qn) EO, 这 
个 9 当然 是 一 个 群 同 态 , 而 且 对 任何 和 E4， 都 有 %m 一 嫉 。90 的 唯 
一 性 是 不 成 问题 的 ， 这 就 证 明 我 们 的 论断 。 因此 在 本 书 中 , 我 们 
往往 以 直 和 来 代替 上 积 ，、 当 然 , 直 和 仅 是 一 种 群 论 的 概念 , 它 指 着 
上 述 特定 结构 的 群 ( 用 函数 为 元 素 或 用 向 量 为 元 素 ) ,而 开 4, 则 是 
范畴 论 的 概念 ， 它 实际 上 有 是 指 所 有 与 与 .四 4 同 构 的 群 连同 相应 态 身 
所 给 成 的 等 价 类 z 

附带 说 明 ， 所 有 的 交换 群 不 能 成 为 一 个 集合 ,“ 所 有 的 交换 群 
之 集合 > 这 种 提 法 是 荒 衣 的. 作为 反 证 ,我 们 假定 所 有 的 交换 群 组 
构成 一 个 集合 4, 则 {4,}, 和 AEA, 已 取 尽 了 所 有 的 交换 群 ,这 里 , 同 
的 群 算 成 是 同一 个 群 。 于 是 ,按照 圭 面 的 作法 ,G4 也 必 是 一 
个 交换 群 ,而 且 以 每 一 个 4; 为 其 子 群 ， 于 是 G 必 与 某 一 个 4 局 
构 ， 假 定 G 兰 互 , 则 由 集合 论 ,G 的 基数 = 五 的 基数 , 上 且 关 任 -- 个 
水 的 基数 ， 令 还 = 号 ( 吾 , 及), 并 当 f, gE€ 攻 时 ,定义 (f+g) (7 
=J Oo +T9g( 和 于 是 玉 是 一 个 交换 群 ,因而 同 构 于 诸 4; 之 一 .我 
们 肯定 Qard 玉 严格 地 大 于 Qard 及 ,因而 严格 地 大 于 Card G. 这 
样 就 引出 矛盾 . 

首先 ，Uard K 之 0ard 瑟 , 因为 对 每 一 个 hE 五 , 我 们 都 可 以 
定义 一 个 fEK, 使 对 任何 w€E 立 , 恒 有 f(z) =h、， 这 说 明 ,下 有 一 
个 子 集 与 互 等 价 . 

其 次 ,假定 Gard K 一 C0ard H， 那么 ,对 于 任何 EH， 将 有 一 
个 ,及 EE 下 与 丸 对 应 ， 我 们 现在 可 选 一 个 加 EK, 使 对 会 何 hEE， 

ea。 19。 


民有 .中 (多 尖 户 ( 防 ， 因 而 由 不 是 任 一 个 户 . 这 就 破坏 了 与 寺 
的 一 一 对 应 性 、 | 
在 例 和 中 ，(G， xz) ILA, 时 ，srx 是 满 同 态 ， 因而 是 满 态 射 ; 
(G, m2 一 下 4 时 , mw 是 单 同 态 ;因而 是 单 态 射 . 这 种 现象 其 实 有 
一 般 性 ， 见 
定理 8 设 范 畴 有 零 对 象 ， 4, 也 全 则 对 每 一 个 we 


A, 有 fC 4) 使 
Tf = 841s | z 
Nfw=0, 当 四 号 入 时 . 
,其 对 侦 定理 是 / 
: 定理 设 范 贿 有 地 对 象 (B, = i 则 对 每 一 个 we 


厅 4 有 gecGB 4 使 
四 LE/ Pal We 
un, = 0, 当 天 入 有 时. 
“和 仁 在 图 6. 了 中 , 取 0C=4。， 当 和 A=w 时, 取 ax= su 而 当 
Ne 让 cx 一 0. 于 是 有 唯一 的 f。.EC(A,, 全 使 fom 
这 就 是 (5. 4). : 
对 于 定理 8, 只 需 注 意 ， 若 0 是 5 的 和 条 则 0 是 Ce 的 
零 对 象 ， 口 
一 立 得 推论 
推论 设 C 有 零 对 象 ，(4，m) = TE 4 CB, NN) 一 Ll 4,, 


则 7 和 都 是 满 态 射 ， Ty 都 是 单 态 射 . 
由 定理 2 与 2。 即 得 , 因 恒 等 态 射 总 是 既 单 且 满 的 . | 


: (5 .4) 


(5.5) 


86 加 法 范畴 
具有 零 对 象 的 范 随 C 如 果 再 服从 以 下 的 三 条 公理 则 叫做 一 
不 各 法 范畴 
“对 任何 两 个 对 象 4 与 B,C(4，B) 总 是 一 个 加 法 交换 涛 ， 
。 0 。 


而 霍 态 射 Ona 是 这 个 群 的 零 元 素 ; 
45 双边 分 配 律 成 立 , 即 , 才 a， 0 €C(A, B),7, v EC(B, O), 
则 


(T+T)O=7T0+Y0, 
TI 十 GT) 一 TO 十 TO; 
As 任何 有 限 个 对 象 44，4a， …，4, 必 有 上 积 TI 4 
当然 并 不 是 每 一 个 范畴 都 是 加 法 范 团 例如 呈 , 对 任 两 个 集合 
4 与 B,S(4, B) 并 不 是 一 个 加 法 交换 群 . 
加 法 交换 群 的 一 个 重要 的 例子 是 自由 交换 群 的 范畴 FAG. 一 
个 交换 群 G 叫做 定义 于 其 一 子 集 脏 上 的 自由 交换 群 ， 如 果 介 的 


每 一 个 元 素 都 可 唯一 地 表 威 有 限 和 > m00, ME KR, mk 
(本 书 中 ,记号 三 总 代表 整数 集 , 整数 群 , 或 整数 环 ) 。 换言之 , 任 
一 个 上 由 交换 群 都 是 震 干 个 和 的 直 和 和 . 逐条 验证 ， 易 知 下 4G 是 
一 个 加 法 范畴 . 


引 理 1 设 C 是 一 个 加 法 范畴 , 7? 与 o 均 为 态 财 , 且 乘 积 有 意 
义 , 则 


(6.D) 


(Om 7T0m (0; 
(~ -TD) (oro, 
证 由 70=0 写 95 一 0 知 
0=70=7(0+ (0) =7r0+7(—0); 
0 一 00= (fT 十 (一 7))o= TO 十 《一 T) 0 
0 一 0(--c) 一 (s+ TD) Co) 一 二 (一 7)(— oa), 
迁 项 即 得 ， 口 
定理 9 在 加 法 范畴 C 中 ， 对 象 B 与 % 个 态 g 射 hEC(A,, 8) 
是 {4,} 的 上 积 ， 入 一 十， 2, 1 和 %， 其 充 要 条 件 是 有 唯一 的 mE 
C(B，4,), 使 
、 WAM BA 7 
Nu 一 0， 当 四 头 太 时 ; (6.2) 


而 县 | mmm es, 


9 21。 


设 设 (B, mi 一 1] 4,， 则 由 定理 8 得 到 (6. 2 的 前 两 个 天 
子 ， 于 是 对 @ 一 1 2,…, n, 有 


(Sn) me 
但 由 交换 图 


(6.3) 
8 六 ~、 了 加 i 


满足 方程 Nw= No 的 9 是 唯一 的 ， 它 只 能 是 oo 


足 (6. 2) 的 zt 显然 唯一 
反 过 来 ， 假 定 B 与 %EC(4，， B) 有 性 质 (6 3)， 任 取 O 村 


EC(A, 0), 令 g= Prana ECB, 0)， 则 gx = > Tur 一 
AN4 即 ， 下 医 | 日 交换 : i 
z | 


四 
Pe 
C 1。 i -(6 .4) 


和 如果 又 及 则 
g —98p™= 9 SN D9 Mm ST, ma 一 9 
所 以 完成 交换 图 (6.4) (对 所 有 的 为 的 g 是 唯一 的 ， 故 (8B， mp) = 
[4,。 定 理 得 证 . 
推论 1 定理 9 中 的 B 与 w, EC(B, 4 是 {44} 的 积 . 


证 任 取 C 与 Go,€C(0O, 4) 令 = Smo ECO, B), 则 


nu f= > WO B40 ™ Ow 


如 采 文 有 wf- 一 Oo) 赐 广 1 — 27 -0 口 - 
s 多 


2 


推论 4 在 加 法 范畴 中 ,任何 有 限 个 对 象 都 有 积 . 

推论 3 加 法 范畴 多 的 逆 范 畴 C? 也 是 加 法 范畴. 

事实 上 , 若 (B, zx;) =[T 4;, 则 (B, ww)) = 了 4. 口 

本 推论 的 作用 在 于 表明 对 偶 原 则 对 于 加 法 范畴 也 是 适用 的 . 
如 果 一 个 命题 对 于 加 法 范畴 已 经 证 实 ,其 对 偶 命 题 也 必然 正确 . 

定理 10 在 加 法 范畴 中 ， 态 射 f 是 单 态 射 当 且 仅 当 及 er f= 
0; 是 满 态 射 , 当 且 仅 当 Qok f= 一 0. 

这 两 句 话 是 对 偶 的 ,证 其 一 名 就 行 了 ， 

必要 性 得 自 定理 6. 

现 证 充分 性 .在 了 不 是 单 态 射 , 必 有 元 关 To 使 fz1 一 frs， 即 ， 
了 ra 一 Ta) 一 0, 但 因 Ker 了 一 0， 故 有 中 ， 使 0 和 一 271 一 Ta。 因 0p=0, 
所 以 za 一 Ta。 口 ] 

对 于 加 法 范畴 C 中 的 任 一 对 象 4, C(4，4) 必 是 一 个 环 ， 其 
单位 元 为 st 这 个 环 叫 做 4 的 目 同 态 环 , 记 以 Bnd 4 先 证 

引 理 2 设 nECXB, 4), mw EC(A, B), wn=ss, 则 p=nr 
是 End 4 中 的 衬 等 元 , 且 9 一 及 er (sa 一 由 ) . 

证 057 = NEBIT oe NIV = fp. / 

关于 后 一 部 分 ,我 们 知道 9 是 单 态 射 ， 而 且 (es 一 由 )9 一 0 如 
果 又 有 gEC(O, 4), 使 (64 一 P)g=0, 则 g=pg 一 "mg 一 9(wg)， 故 
1 一 长 er(84 一 少 ， 口 
由 此 可 证 

定理 11 设 $EEnd 是 知 等 元 素 ， mEC(A1，4) 是 中 的 核 ， 
IGCC(4s，4) 是 s4 一 由 的 核 , 则 (4，，7a) 一 AI 42. 

证 任 取 BB 与 .EC(41, 也)， ~ 8B), 作 图 


B~—-—-i----4 (6.5) 
、 路 
Aa 


因 m=Ker 册 ，d 二 0， 又 因由 (es4 一 加) 一 出 一 昱 一 0， 故 有 
Fl 和 和 (4 431) ,使 


110r1 一 54 一 中 . (6.6) 
同 理 有 wa EC(4，4s) ,使 Vara 一 几 故 有 
N11 -+T Nora = 84。 (6.7) 


由 (6.6), 50= (64 一 办 一 5 一 由 放 一 让 一 9184。 因 六 是 单 
态 射 ,rrimi= s4， 同样 可 得 rama 一 84。 又 因 7avrs 一 四， 必 Waa 一 
phn 一 0, 所 以 wam 一 0。 同样 有 wwims= 二 0.， 

现在 取 f=7Timi 二 Tarrs， 则 f= 二 VIN000 十 Yama 一 T184: 一 了 1 
fna== (Yim1+ Tomo) Ma = TortaNa 一 Ta84, 一 Ta。 因此 (6.5) 中 上 下 两 个 
三 角形 都 可 交换 . 假定 又 有 下, 使 f= 二, 7p 一 73, 则 太一 Tieri 十 
Tagra 一 f'nmtf nara = fF’ m+ noma) =f'ea=f. 故 上 唯一 ， 所 
Db (4, 1, 71a) =* Ail [As. 定理 得 证 . : 


S 7 Abel 范 上 畴 


一 个 加 法 范畴 C 如 果 再 服从 下 列 的 三 条 公理 就 叫做 一 个 
Abel 范畴 : 

4 任何 态 射 都 有 核 与 上 核 ; 

hs 任何 单 ( 满 ) 态 射 都 是 其 上 核 ( 核 ) 的 核 (上 核 ); 

hs 任何 态 射 o 都 可 分 解 成 一 个 单 态 射 7 与 一 个 满 态 射 严 之 
积 ,0 =mmr, 这 个 分 解 式 叫做 o 北 标 准 分 解 式 . 

由 定义 即 可 看 出 , Abel 范畴 © 的 逆 范 畴 Co 仍 是 一 个 Abel 范 
了 暑 , 因为 ,首先 , 加 法 范畴 的 道 范畴 仍 是 加 法 范畴 ; 其 次 , 若 o 是 C 
中 的 单 ( 满 ) 态 射 ， 则 o? 是 Co9 中 的 满 ( 单 ) 态 射 ， 最 后 , o 的 核 ( 上 
核 ) 对 应 于 c9 的 上 核 ( 核 )， 而 当 = 一 mr 时 ,，o9 一 mo 所 以 对 侦 
原则 适用 于 Abel 范畴 . 

“不 难 逐 条 验证 , 交换 群 的 范畴 AG 是 一 个 Abel 范畴 .自由 交 

换 群 的 范畴 E4G 虽 是 一 个 加 法 范畴 ( 见 8 6) , 但 却 不 是 一 个 Abel 
范畴 ， 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 ， 设 4 是 由 一 元 ac 所 生成 的 无 穷 
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循环 群 ,B 是 由 一 元 8 所 生成 的 无 穷 循环 群 ,它们 当然 都 是 自由 交 
换 群 ， 取 ao. 4 一 B, 俩 clna) =2mb, n 一 0， 土 1， 土 2,…, 它 当 然 
是 一 个 单 态 射 ( 因 玉 er o=0). 让 jj=Ook c, 这 里 人 2B->N, 而 六 
是 一 个 目 由 交换 群 ， 由 fo=0 得 fC2m0) ==2nf(5) 二 0， 如 果 0 坟 
f(5) EN, 2mnf06) 不 可 能 等 于 0， 所 以 Cok oo 一 0。 零 态 射 的 核 只 
能 是 单位 态 射 ,但 o 却 不 是 单位 态 射 (没有 逆 态 射 ) ,所 以 单 态 射 c 
不 是 其 上 核 的 核 . 

公理 4 一 4s 可 归纳 成 下 列 的 定理 . 

定理 节 ”加 法 范畴 C 是 一 个 Abel 范畴 ， 其 充 要 条 件 是 对 任 
一 个 态 射 cEC(A4，B)， 都 有 下 列 的 交换 图 (注意 “>> 表单 态 射 ， 
“~»” 表 满 态 射 ). / 


,7 ra 


Do———y> A 一 一 一 一- 站 — E 
而 和 且 p= KeoroG=Kerw, VJ=0O0k o=0Ook 7)， (7 .2) 
: n= Ker vy, TFT 一 Ook 由. 


证 ”必要 性 ，o = 这 个 等 式 得 目 4%， 
让 Ker c, 则 因 cd 一 0 得 w$ 一 0， 又 车 rd 一 0， 则 mt 
~og' 一 0, 放 有 使 $65 下， 所 以 和 一 Ker mr. 
因 & 是 满 态 身 ,一 Ker mw, 改 z= 一 Qok 4g. 
注意 到 , 07 .2) 中 的 两 行 中 ,左右 两 个 等 式 是 相互 对 侦 和 的 ,所以 
无 须 再 证 . 
现 证 充分 性 ， 假定 对 吕 嫩 有 (7 . 孔 又 有 (7 .2) 。 
有 既 有 核 少 又 有 上 核 风 故 得 .47. 
公理 4 直接 得 日 4 . 巧 的 交换 性 . 
为 了 证 明 4s, 我 们 先 假定 o 是 满 态 射 ， 由 定理 6, V = Uok c 
必 是 零 态 射 , 再 由 8 4 的 推论 2, m= Ker 由 是 单位 态 射 所 以 , 当 
Tt 是 的 上 核 时 , o 也 是 的 上 核 。 “ 单 " 部 分 是 对 偶 的 。 定理 得 
证 ， 口 


因此 , 我们 常 以 (7 .DD 与 (7.2) 来 作为 Abel 范畴 的 定义 (当然 
首先 要 是 一 个 加 法 范畴 ). 

我 们 常 称 (7 .中 的 (0, D 为 o 的 象 , 记 成 (0, ”) =Imo, 或 
m=Jmo。， 它 当然 是 基本 唯一 的 . z 

现 砚 交换 群 的 范畴 AG 来 说 明 ( 人 7 .了 与 47 .2) 的 意义 ， 我 们 约 
定 , 交换 群 的 群 运算 都 是 “十 ,单位 元 素 都 是 “0 . 任 取 4 与 B 为 
两 个 交换 群 ,o: 4->B 是 一 个 群 同 态 ， 以 0 表示 同 态 的 象 ( 就 是 集 
合 4 经 上 映射 o 所 得 的 象 之 集 ), 而 D 为 同 态 o 的 核 ， 于 是 CO 与 D 
相应 为 BB 与 4 的 子 群 。 从 B 与 4 中 把 0 与 如 拉 出 来 ,再 人 风 进 
去 ,得 幅 入 映射 nm 与 9， 以 rw 表示 4 到 0 的 满 同 态 ， 它 的 效果 与 
5 是 一 样 的 , 当 a E44 时, wl@)=o(g) EOCB, 但 mw€C(4, 0)， 
而 ooE€EC(AMA,，B), 不 能 认为 m=o， 再 取 加 空 B/O, 碗 得 到 (7 .1)， 
(7 .2) 的 四 个 等 式 是 明显 的 . 

我 们 在 8 8 的 定理 4 已 经 看 到 ,单位 态 射 必 是 既 单 且 满 的 , 而 
且 也 举 过 一 个 例子 (Top) ,说明 ,一 般 说 来 , 其 逆 不 真 。 但是, 我 们 
可 证 

定理 13 在 Abel 范 上 团 中 ， 既 单 且 满 的 态 射 必 是 单位 态 
射 . 

证 若 (7.D 中 的 ogo 是 单 态 射 ,其 核 上 9 必 是 零 态 射 (4 一 0), 而 
零 态 射 的 上 核 < 必 是 单位 态 射 ， 又 o 是 满 态 射 , 其 上 核 贞 为 零 态 
射 ( 召 =0)， 而 零 态 射 的 核 ”是 单位 态 射 ao 既是 两 个 单位 态 射 之 
积 , 当然 是 一 个 单位 态 射 ， 口 

对 一 般 的 加 法 范畴 ,本 命题 不 真 、 在 本 节 开 涉 所 举 的 例子 中 ， 
0; 4 一 B, o (na) 一 2mb, 是 一 个 单 态 射 ， 它 也 是 一 个 满 态 射 (但 不 
是 满 同 态 , 因为 它 的 同 态 象 并 不 充满 B)， 事 实 上 , 阁 有 7T,7'E€ 
FAG(B, 0), Hzro=vo, 则 To(G) =7T20) =275(0)=7T0(0) = 

T 20 一 27 (0) ,因此 TO0)=v (0), 即 z=v、 但 我 们 已 经 知道 ,oo 
不 是 一 个 单位 态 射 . 
正 合 列 是 Apel 邢 畴 中 的 一 个 非常 重要 的 概念 与 理论 ， 
定义 了 在 一 列 对 象 与 态 射 
e Ca 


es —- > /A _C sb- CC >--- (7 .3) 


中 , 若 Im o= Ker 5， 则 称 此 列 在 B 处 正 合 ， 如 果 在 (7 .3) 的 每 一 
个 非 端 点 处 都 正 合 , 则 称 此 列 为 正 合 列 . 

定理 14 在 (9.83) 中 ,把 oa 与 7 都 分 解 成 标准 分 解 式 ，o 一 
WN1 7 一 9agra 并 以 Ooim go 来 表示 wy 则 下 列 的 四 句 话 等 价 : 

(1) Imo= Kers, 

(2) m= Ker ma 一 Im a， 

(3) ma 一 CUok m= Uoim 7, 

(4) nas= Uoim T= OCok o. 

证 (1])e*(2) 只 需 注意 7 与 ws 有 相同 的 核 ( 见 图 (7 .1)). 

(2)<* (3) 任何 单 态 射 都 是 上 核 的 核 ， 任 何 态 射 都 是 其 核 的 
上 核 . 
人) 四 办 与 rc 有 相同 的 上 核 ,而 由 定义 ma= Ooim 7. 口 

所 以 ,满足 定理 14 中 4 个 条 件 之 一 时 ，(7.3) 就 在 B 处 正 合 . 

我 们 特别 注意 下 列 的 两 端 都 是 0 的 五 对 象 列 

0—>A-> B->0->0. (7 .4) 

如 果 (7. 久 在 B 与 0 都 正 合 , 则 称 右 正 合 列 ; 若 在 4 与 如 处 都 正 
合 , 则 称 左 正 合 列 ; 若 在 4, B 与 0 三 处 都 正 合 , 即 , 既 左 正 合 又 石 
正 合 , 则 称 短 正 合 列 ， 右 正 合意 味 着 Im ac 一 人 er 7, 且 Cok Y 一 0， 
因而 了 是 满 态 射 ; 左 正 合意 味 着 Im o 一 Ker r 旦 Ker o 一 0, 因而 
5 是 单 态 射 ， 左 , 右 , 短 正 合 列 常 表示 成 


人 一 
“> 一 人 一 一 > C (7 .5) 
A 2———»> 1 mo 
B 下 加 “1” 这样 的 记号 表示 在 B 处 正 合 , 但 有 时 在 不 会 引起 误解 
时 ,记号 “| ”也 被 省 掉 . 
对 于 短 正 合 列 , 我 人 有 下 面 的 短 五 引 理 , 也 称 三 引 理 . 
se DBT » 


定理 15 设 在 图 (7.6) 中 , 实 线 部 分 可 交换 ， 两 行 均 短 正 合 ， 
则 当 由 与 由 都 是 单 ( 满 ) 态 射 时 ,7 也 必 是 单 ( 满 ) 态 射 ,而 当中 与 y 
部 是 单位 态 射 时 , 了 也 是 单位 态 射 


M . 

证 ”我们 只 要 证 明 “ 满 ”部 分 , 因为 “ 单 ? 部 分 是 对 偶 的 ,而 在 这 
两 部 分 都 已 证 明 以 后 ,最 后 一 部 分 也 就 证 出 了 , 因为 一 个 态 射 是 单 
位 态 射 , 当 且 仅 当 它 是 既 单 且 满 的 . 

设 少 与 消 都 是 满 态 射 ， 取 (2,， HA) 一 Ook f， 则 因 0=jpf， 得 
0= jfo= jo'$， 由 于 中 是 满 态 射 ,0 一 O08, 故 从 右 消去 律 得 jo = 
0、 因 (0', z=Cok o' 故 有 gEC(0'，M), 使 gr' 一 4。 于 是 
0=jf=grf=ghr， 但 7 与 由 都 是 满 态 射 :再 由 右 消去 律 ， 得 
9 一 0， 由 此 知 久 ~gr 一 0, 故 是 满 态 射 (Cok f= (MM, jw) 一 0) .证 
毕 . | 

在 交换 群 的 范畴 中 , 态 射 就 是 群 同 态 , 单 ( 满 ) 态 射 就 是 单 ( 满 ) 
同 态 ， 对 于 这 个 范畴 , 我 们 有 下 面 的 五 引 理 。 

定理 16 (AG 中 的 五 引 理 ) 设 下 图 为 AG 中 的 交换 图 

f2 入 f 


A A> 42 一 > A 一 > A4 一 > As 


| | | | (7 .7) 


A Ls 4 4 
其 中 上 下 两 行 均 正 合 ,好 , lm fi~ Kerfir, Imfi=Kerfitrs=1, 
2, 3, 4, 这 里 tm/ 与 Ker 了 指 群 同 态 的 象 与 核 ,我 们 有 
(1) 车 血 为 满 同 态 , 与 加 为 单 同 态 , 则 和 为 单 同 态 ; 


s 人 


(2) 若 ps 为 单 则 态 , 加 与 办 为 满 同 态 , 则 ps 为 满 同 态 . 

证 人 也 假定 $s 不 是 单 同 态 , 必 有 OF E As 使 wa(ca) 一 0. 
我 们 将 由 此 来 得 出 矛盾 . 

因 ps fs = f saps, 故 ps fe (os) 一 f3 Ps (aas) fs (0) 一 0. 但 pa 是 
单 同 态 ， fs (@s) 一 0， 即 a € Ker fa 一 Tm fo 因 此 有 cc4a 使 
户 (ca) 一 as 关 0, 即 csEKRer 户 一 Imn 

让 a2=gpalgo), 则 因 $s fa = fg，jfadga(aa) 一 da jakaa) = 
ga is) 一 0 所 以 加 (ea) =m2€ Ker 及 一 Im 及 ， 因 此 有 aE€ 4h4, 使 
a2= f1 (0). 

因 办 是 满 同 态 , 故 有 aE€41 使 四 (6) 一. 

由 于 pafi= bi， 改 aa 一 六 (ac =fi9pi(oD) =pafi(ary)， 让 
fi(@1) — Qa€ As, 得 @2 = pa (gs) ， 已 知 go 一 ga(4a)， 而 $s 是 单间 
人 态 , 故 Qa = Gg. 但 已 知 waE lm 万 ,了 而 Co 记 (qa1) ， 上 as EIm fi, 这 
就 发 生 了 矛盾 . 

(2) 任 取 zzE4s， 设 由 ( 轨 一 a。， 由 正 合 性 知 六 (aa) 一 0 由 
于 是 满 同 态 ， 有 csE44， 使 bial) 一 04。 因 bd 太一 da， 得 
psfs (as) = fs $a (a) 一 fa) 一 0、 因 qs 是 单 同 态 , (ad) 一 0. 

于 是 wmEKer fs 一 Im fs, 所 以 有 as€4s, 使 (ms) 一 ms， 让 
da (ca) 一 m3。 我 们 有 fs CALS = f: ps (gs) -= psafs (cs) 一 一 中 (04) 一 04， 
但 一 开头 就 假定 了 f3(%2) 一 败 所 以 让 y=w 一 3, 则 f3(y) 一 0, YE 
Ker fs 一 Im f5， 因 此 及 E 45, 使 及 (a2) 一 y。 由 于 gs 是 满 同 
态 , 有 ga€ 4s, 使 @a(49) =a2. 所 以 a fo (09) = fpa (a) = f2 (a2) 
=y. 让 fa (ga) 一 Qs, 得 ps (cas) 一 9 一 和 一 03， 

于 是 z= gs (ca) 十 Cs 一 中 s (cs) + pa (aas) 一 = 3 (at 8). 因此 Ps 

是 满 同 态 ， 定 理 证 毕 . 

”从 字面 上 看 来 ， 本 定理 的 (1)，(2) 两 部 分 是 相互 对 偶 的 。 如 
果 我 们 对 于 一 般 的 Abel 范畴 证 明了 第 一 部 分 ,那么 第 二 部 分 直接 
得 目 对 偶 原 则 ， 无 须 再 证 了 ， 但 目前 的 情况 不 是 这 样 ， 我 们 仅 对 
AG 证 明了 (1)， 而 此 证 明 不 适用 于 其 道 范 畴 (在 AG 中 ， 态 射 
co 4" 一 B0 是 群 B 到 4 的 群 同 态 ,而 不 是 49 到 忆 的 群 同 态 ), 因 


s+ 


此 ,对偶 原则 无 效 ,第 二 部 分 必须 另行 证 骨 . 
推论 者 在 AG 中 有 交换 图 


4 > 8B 一 CC 


| | | 0 


4 > 一 > BB -a>C 
且 两 行 的 得 正 合 , 则 当 J 满 9 单 时 ,部 必 单 ; 而 当天 单 ，9 满 时 , ff 
必 满 . 
事实 工 , 只 要 在 (7.8) 的 右边 ,或 在 其 左边 关上 两 对 0, 应 用 五 
引 理 即 得 , 


38 函 子 


吏 象 群 同 态 可 以 看 成 是 一 个 群 到 另 一 个 群 的 变换 一 样 ， 函 子 
则 是 一 个 范畴 到 另 一 个 范畴 的 变换 ， 或 者 可 以 说 ， 函 子 是 一 个 范畴 
到 为 一 个 范畴 的 同 态 . 
由 范畴 CC 到 范畴 C 的 一 个 函 子 了 是 一 种 具有 双重 意义 的 对 
应 ， 一 方面 ， 它 使 C 中 的 任 一 个 对 象 4 对 应 C' 中 的 某 一 个 对 象 
4' 一 也 (4), 同 时 又 让 C(4，,B) 中 的 每 一 个 元 素 o 对 应 (FF (4)， 
了 (B)) 中 的 某 一 个 元 素 o 一 下 (cc) ,并且 满 足以 下 的 两 个 等 式 
Flov)=F(0)F(7), 
FE (84) = p04). : 人 
更 准确 地 说 ， 这 里 所 定义 的 沙子 应 该 叫做 共 变 函 子 ， 所 以 , 孙子 实 
际 上 是 一 种 “映射 ”, 它 把 C 的 对 象 映 成 C' 的 对 象 , 同时 又 把 态 身 
集 C(4, B) 映 到 态 射 集 C'(F(4), 了 FF(B)) 上 (或 内 )， 并 且 保 持 态 
射 的 乘法 . 
举 几 个 例子 . 
例 1 取 C 为 一 个 从 群 G 为 唯一 对 象 的 范畴 ， 其 唯一 的 态 射 
集 C(G, 9) 就 是 G 的 元 素 所 组 成 的 集合 , 态 射 的 柔 法 就 是 群 运算 ， 
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奇 取 《为 男 一 个 以 群 瑟 为 其 唯一 对 象 的 范畴 ，C'( 吾 , 是) 仍 为 
五 的 元 素 , 态 射 乘法 是 群 运算 , 那么, 由 C 到 5 的 任 一 个 洋子 一， 
就 是 让 Ff(G)= 瑟 , 而 且 对 态 射 来 说 , 了 实际 上 是 群 G 到 五 的 群 

例 2 取 C 为 范畴 G, C’ 为 范畴 AG. 当 4E6 时 ,让 和 (4) 
为 和 4 中 由 aiaa…orar…az 这 样 的 元 素 所 生成 的 子 群 ， 称 为 4 的 
换 位 于 群 。 任 取 wx€ 4, 则 

SE ER 一 
= 40 (Qn) -地 -10T1… 
am ao) EN (A), 
因此 入 (4) 是 4 的 一 个 正规 子 群 。 易 知 ， 商 群 4/N(4) 是 交换 
群 ， 任 取 c，4 一 8 为 一 个 群 同 态 ， 因 为 gr(cr…anaTL az 一 
cd)po(aoa(o(dTEN(B)， 所 以 cc 引出 六 (4) 到 
A 2) 的 一 个 群 同 态 ， 我 们 称 这 个 群 同 态 为 c 在 W(4) 上 的 限制 ， 
记 以 rc|xw. 以 [加 表示 eeE4 在 4/V(4) 中 的 对 应 元 素 , 即 [w] = 
aN (4) ( 左 陪 集 )， 并 让 [四 对 应 [co]jE4/N(4)， 此 定义 是 良 
好 的 ,因为 它 让 4/N (4) 的 单位 元 素 对 应 B/N(B) 的 单位 元 素 )， 
并 旦 提供 了 一 个 群 周 态 
F(a). A/N(A)—>B/N A) 
| [ol [Lo (@)], 
于 是 让 (4) 4A/N (4), 这 是 一 个 由 外 到 AG 的 函 子 ， 

例 383 设 《 为 任何 一 个 范畴 ， 当 4 与 BB 为 两 个 对 象 时 , 按 范 
畴 的 定义 , C(4, B) 是 一 个 集合 。 我 们 假定 所 有 的 C(4,B) 都 不 
是 空 的 . 固定 一 个 对 象 卫 ， 让 对 象 4 对 应 集合 C( 卫 ,4)， 并 当 
ooE€EC(4, B) 时 ， 对 于 任 一 个 fEC( 脏 , 4), 取 C(, B) 中 的 of 
与 之 对 ,如 图 (8.2) : 


J/ 。 4 

| (B.2) 
of 

8 4 


s Sl * 


于 是 ,让 (4) 一 C( 卫 , 4), 而 当 o€EC(4, B) 时 ,定义 了 (0) (了 ) 
0f, 这 里 是 C( 祥 , 4) 中 任 一 个 元 素 , 而 of EC(X,，B)。 这 个 
定义 可 以 表 以 下 图 ， 


A 一 一 一 ”8 


3 


CCX. A -一 一 一 > CX.B) 


| f | of 
不 难 验 证 了 是 到 驴 的 一 个 商 子 . 
例 和 人 设 4 为 任 一 个 非 空 集合 , 4 一 {a,}, EA4, 定义 了 (4 
为 定义 于 4 上 的 目 由 加 法 群 , 即 , FF(4) 中 的 每 一 个 元 素 都 可 表 成 


有 限 和 访 my。， 这 这 里 各 <eo, mE€Z, ME 4。 两 个 有 限 和 相 加 是 


采用 同类 合并 的 办 法 . 若 o ES(4， B), 则 定义 下 (co) 使 之 mn 一 
2mnc(a)， 即 得 五 (4) 到 了 (B) 的 一 个 群 同 态 . 这 个 孙子 称 为 日 
由 果子 . 
在 间 调 代数 中 常用 到 的 函 子 是 加 法 函 子 . 
定义 8 由 加 法 范畴 C 到 加 法 范畴 C' 的 沙子 了 叫做 加 法 郑 
子 , 如果 对 于 任何 f, 9EC(4,B), 恒 有 PF(fi+g9)= 了 了 (f)+F (yg). 
换言之 ， 是 加 法 交换 群 C(A4,B) 到 C (F(A), 了 了 (B)) 的 一 个 群 
司 态 . | 
在 讨论 加 法 函 子 的 基本 性 质 以 前 ,我 们 先 证 
引 理 1 设 C 为 加 法 范畴 , 则 下 列 的 三 名 话 等 价 ， 
“ (1) XX 是 零 对 象 ; 
(2) (所 ， CX} 8&1) 一 生 于 全 
(3) (至 ， pd 8x) 一 X11lxX. 
证 (1)=>(2)， 0 人 3) 是 明显 的 ， 因为 对 任何 4， C(4， 马 ) 
与 C(X，4) 总 是 单元 集合 。 
{2)=>(3) 了 ， 必 是 始 对 象 ,否则 有 三 与 fs 都 属于 人 (到 ， 人 4 
那么 ,由 交换 图 加 


名 2 e 


4 {8.4) 


得 fe=f=fi, f=fe= 及 ， 于 是 CG( 了 对, 邓 ) 也 是 单元 集合 , 只 含有 
一 个 元 素 ， 就 是 8。 所 以 满足 (6.2) 中 三 个 等 式 的 wi 与 ma 只 能 都 
是 s. 由 定理 9 的 推论 1,(, ,6)=X1IX. 

43) 一 人 2) 由 对 偶 原 则 . 注意 * 也 是 加 法 范畴 如果 
(于 ,8, 引 是 天 开 乞 , 则 (全 0， 80 6) 是 三 "于 瑟 "因而 ( 王 8 8 ) 
是 "1[ XX ,有 以 (XX 8, 6) 是 HX. 

(2),(3)= 坊 (1) 只 需 注意 ,这 时 下 既是 始 对 象 ,又 是 终 对 象 , 口 

引 理 2 阁 C 与 C 都 是 加 法 范畴 . 已 是 由 人 到 4 的 妙子 ， 
并 且 F(A411B)=7A4117B, 则 ZO==0, 这 里 的 0 既 表 零 对 象 ,又 
表 零 态 射 . : 

证 设 际 为 零 对 象 ， 由 引 理 1，( 子 , 8, 6)= 二 革 1[X. 于 是 
(BPX, epx, erx)=FXILTFX. 青 由 引 理 1,， FX 是 C 中 的 零 对 
象 ,因此 C (84, FB) 中 的 零 元 素 只 能 是 了 04ap. 口 

现在 我 们 证 明 

定理 一 对 于 任何 一 个 由 加 法 范畴 人 到 加 法 范畴 C: 的 函 子 
8: CC 一 CC ,下列 的 三 名 话 等 价 : 


山下 是 加 法 函 子 ; 
(2) 也 保持 有 限 个 对 象 的 上 积 , 即 , P(TI 4) = II F4，4 
是 有 限 集 合 
有 限 集合 . 


证 (DD) 坊 (2) 假定 (B, 17) 一 JI 4 则 由 定理 | 9, 有 ws 使 


(6.2) 成 立 ， 因 也 是 加 法 沙子 ， 并 由 引 理 2， 有 Fw,P 了 y= 8p4s 
Frwob n=0 当 天 入 时 ， 以 及 > Pm bo ers. 由 定理 9 的 充分 
r+， 


条 件 , (FB, Fm,) 一 [74. 

2) 一 (3) 取 (B, 7 = 了 4;， 则 由 定理 9， 有 mw 使 (6.2) 成 
立 ， 特别 ,ZE 加 一 spd4， 而 当 ow 关 时， 一 FO=0( 引 理 
2). 因 (了 8B, 了 Fm) 二 JF4,， 故 由 定理 9, 有 mx:C (FB, 了 4,) 使 
(FB, m2) 二 J 7A; 而且 满 足 (6.2)。. 于 是 

Fmwms= FwoerB= Fro2o Fm = Fa PFN, = EpA mM, = mW,, 
所 以 (EB, Fg) 二 IFA,，、 由 于 (B, ww,) = 了 1 4;, 得 (3) 

(3) 过 (2) 由 对 偶 原 则 、 注 意 , 了 也 是 到 CG” 的 函 子 .如 
果 FUTA)=11F4;, 则 FO AY 二 HFA2， 因 市 POT A472 = 
上 4 所 以 了 (HE A,)=1F4,. 

(2), (3)=>(1) 在 GE 中 任 取 两 个 对 象 4 与 B, 并 在 C(4,B) 
中 任 取 与 9、 我 们 要 证 明 ， 若 孙子 了 :CC’ 保持 有 限 多 个 对 象 
的 可 与 上 积 , 则 FF(f+g)=Ff+Fy. 

设 (0, m1 ms) 一 [114, 好 由 定理 9 及 其 推论 ,有 ma 与 ma, 使 
(OQ, mi, ma) 一 41[1L4, 这 里 

Na =64, A=l1, 2, 
Tn, = 0, CD 天 入, 
N11 Moma = Bo. 


任 取 ff, gE€C&(4,B), 作 图 


一 一 0 fn 1 
Cc 


Ye ~ (8.5) 
€4 Vr 7 . -2 
/| A g 
有 wip = 8&4, Wn 一 上 


8.6 
Wa = 84, Ts = g, ( ) 


实际 计算 ,得 风 一 人 十 Ta 由 二 frr1 十 gova. 

由 所 给 条 件 , (FO, Fm, Fna)= PATI7A, (FO, rr Fa) 
= 了 411Z4, 所 以 (8.) 与 (8.6) 的 所 有 对 象 与 态 射 都 经 了 了 后, 交 
换 性 与 等 式 仍 然 成 立 ， 因 为 
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(FfFxwi+FgPrw) Fm= FfFrwmt+FgFram= Ff, 
(FfFwtFogFrw) Fna= FfFwin t+ FgqF rm= Fg, 
Fw (Fm+ Fn) ~ Pwim+Pwina = Fes gp4, 
Fars(FmtitFn) = Fwanst Fmwana = Fea™ 8p4, 
故 由 唯一 性 ((FO, Pm, Fra) = FATIFA, (FO, Fois, Fora) 一 
FATITFA4), 得 
Fu= FfFm+FoFnws, Fh= Fmt Fn. 


FyFo~= (FfFwt+ FgFrwa) (Fmnt Fn) 
=F /fxm+ Fgqramti+ Ffrwint Fgran 
~ Ffi+Fy. (8.7) 
及 一 -方面 ,由 于 vp= hecp = Hmmt+ nmap = nrg 十 Yarrad 一 
Y7i 十 ys 一 了 十 9 所 以 
FuFo=F (f+g). 
与 (8.7) 比 较 , 即 得 太 (f 十 9) = 了 ff 十 Fg 定理 全 部 证 毕 . 
项 子 的 乘法 是 容易 理解 的 ， 如果.C— CGC, 了 .CC” 是 两 
个 函 子 ,那么 ,万 就 是 一 个 由 人 到 4 的 浮子 , 它 把 CC 中 的 4 变 
成 人 中 的 FA， 把 coEC(A4，B) 变 成 C "(FFA, FFA) 中 的 
Fg， 这 样 作出 的 函 子 P' 叫做 FP' 与 也 的 积 .特别 ,车 也是 
恒 等 函 子 I;, CC, 使 1T4=4,1o=o, 那 么 , FF 与 了 就是 互 道 的 . 
最 后 ,我 们 提出 
定义 9 由 C 的 逆 范 上 畴 GE" 到 人 的 一 个 画 子 玫 叫 做 由 人 到 
C’ 的 一 个 道 变 函 子 , 这 就 是 说 ,对 任何 4E0bjC, 有 了 4 EobjC 与 
之 对 应 ,对 任何 oEC(B, 4) 也 必 有 ToEC'(TAh, TTB) 与 之 对 应 ， 
并 且 T(oT) =TrTo, Tes = Ena. 
把 定义 9 中 的 全 表达 成 人 与 人 的 关系 可 如 下 图 


| | |r (8.8) 


这 里 了 (cr) =TrTo， 这样 的 一 个 图 形象 化 地 说 明了 其 所 以 叫做 
9 386 


* 道 变 "的 原因 ,C 中 各 态 射 的 方向 与 C' 中 相应 态 射 的 方向 恰好 相 
反 

举 一 个 例 ， 在 范畴 C 中 固定 取 一 个 对 象 用 , 并 假定 对 所 有 的 
对 象 4EC, C(4， MM) 都 不 是 空 的 ， 让 4EC 对 应 C(4,，M). 再 
当 oEC(4, 时 ， 取 一 个 JES(C(B, MM),C(4，MM)) 与 之 对 
应 ,这 里 当 +EC(B，M) 时 ,定义 f(v) =7o, 表 以 下 面 的 交换 图 


他 


好 


| (8.9) 


让 了 4=C(4, 从) Zo==J, 我 们 束 有 下 而 的 图 


Oo 


A B 
7| | (8. 10) 


CAM) < Et CB.M) 


所 = i 
不 难 验证 ,了 (cios) =TosToy 这 说 明了 , 下 是 由 范畴 CC 到 集合 范 
随 S 的 一 个 道 变 函 子 . 
我 们 在 本 章 中 所 阐述 的 仅 是 范畴 理论 中 的 最 基本 的 部 分 ， 它 
是 学 习 同 调 代数 所 必需 的 ， 但 在 同调 代数 中 我 们 还 需要 一 些 有 关 
范畴 与 函 子 的 其 它 理论 , 例如 等 价 范畴 ,极限 , 自然 变换 , 伴随 函 子 
等 ,我 们 将 在 用 到 它们 时 ,结合 具体 情况 ,再 行 论述 . 
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第 二 章 模 
$1 基本 概念 


在 同调 代数 中 , 模 是 最 重要 的 研究 对 象 之 一 早 在 上 一 世纪 ， 
Dirichlet 就 曾 考虑 过 多 项 式 环 上 的 模 ， 本 世纪 二 十 年 代 ， 癌 . 
Njther 曾 一 再 提出 过 模 在 代数 学 上 所 起 的 重要 作用 . 到 了 四 十 
年 代 , 由 于 环 论 的 需要 以 及 同调 代数 的 兴起 , 模 的 理论 更 进一步 得 
到 了 发 展 . 

定义 1 设 于 为 一 个 加 法 交换 群 ,而 六 是 一 个 环 . 如 果 有 一 
个 双 线 性 映射 上 ,把 并 与 肚 的 箔 卡尔 积 久 x 天 映射 到 于 内 ， 即 
有 : : | 
M: ww(a, go) ERX, oCEU, wEKR; (4.1) 


M; p> ou > or) 一 六 由 (ou #7) (1.2) 
村 
M; (oo, 四 一 由 (oa 由 (oa 办)， (4 .3) 


则 于 叫做 环 % 上 的 左 模 ,也 称 左 站 - 模 ,简称 中 -使 . 

我 们 看 到 ， 模 的 概念 事实 上 是 通常 域 上 线性 空间 概念 的 推广 ， 
因此 , 用 线性 代数 的 名 词 , 中 叫做 中 -机 及 的 系数 环 , % 中 的 元 素 
a 则 做 蒜 的 标量 , 子 中 的 元 素 2 叫做 模 元 素 ,中 叫 标 量 乘 法 ， 而 
pw, w) 则 叫做 z 左 乘 以 x“ 所 得 到 的 标量 积 . / : 

只 有 一 个 元 素 0 的 模 叫做 零 模 ,， 记 以 0， 在 这 个 模 中 , 0 十 0 一 
0,， 且 所 有 的 山 o 0) 都 等 于 0. 

由 Ms。 易 得 减法 的 分 配 律 ， 

由 (ai 一 aay 2) = (aao) 一 风 (as， 好) 

V0, 0 一 0a) 一 由 (ay 2 — (0 wa) . 
因此 ， 若 以 0 既 表 中 的 零 元素 ， 又 表 及 的 零 元 素 , 则 册 (0， 2) = 
山 (o 0) =0. 


。 S17。 


举 几 个 例子 . 
例 1 以 乙 表 整数 环 , 多 为 工 的 任 一 子 环 , 而 了 为 任 一 个 加 
法 交换 群 。 如 果 当 nE，w ET 时, 定义 站 (rw, zw) 一 nw, 则 对 是 
一 个 并 模 ， 任 何 加 法 交换 群 都 是 己 模 . 
例 2 对 于 环 并 与 交换 群生 ， 定 义 册 (oa wz) =0 为 且 的 零 元 
素 , 则 一 是 一 个 4- 模 . 
例 3 设 革 为 环 并 的 一 个 左 理想 ， 当 wEXF, aE 外 时, 定义 
由 (2) 一 a2 为 环 元 素 a 与 x 之 积 , 则 于 作成 一 个 %- 模特 别 ， 
站 本 刁 是 一 个 半 - 模 . 
例 生 设 革 是 一 个 环 , 而 站 为 其 一 个 子 环 , 规定 由 (a, 2) 一 
ow 为 环 元 素 w 与 2 之 积 , 则 三 是 一 个 对 - 模 . 
例 95 设 S 为 一 个 非 空 集合 , 并 为 一 个 环 , 以 也 表示 由 S 到 
并 的 所 有 映射 的 集合 , 即 , 当 fE 肝 , sES 时 ，f (9) 为 外 内 一 个 元 
素 . 如 果 规 定 , 当 f,，g€ 了 时 , (f 十 9) (s) 一 f(s) 十 g(s), 则 革 是 
一 个 加 法 交换 群 。 如 果 当 wE 江 时 , 再 规定 , (maf) (8s) 一 af(s). 如 果 
定义 症 (a, 了) = 二 mf， 则 并 是 一 个 将 - 模 . 
例 6 取 球 为 一 个 加 法 交换 群 , 召 = 吾 ( 马 ) 为 其 左 自 同 态 环 ， 
当 g EE, ZERX 时 , 令 岂 (GG，2) = 二 o (ww), 则 出 满足 及;1 一 以， 因而 
了 是 一 个 五 - 模 , 换言之 , 任何 加 法 交换 群 子 都 是 一 个 如 (于 )-- 模 , 
例 6 则 有 其 十 分 重要 的 定义 . 设 卫 为 半 - 模 , 标量 乘法 是 出. 
任 取 一 个 waE 半 对 于 任何 YE 站 ,定义 
OO) = (a, w), 
则 go 为 集合 芝 到 其 自身 的 一 个 映射, 且 由 a 所 了 瞧 一 确定 。 以太 表 
示 这 种 对 应 , 即 jlm) = 二 oo， 由 于 
CD 十 2a) 一 由 (Gaw，01 十 ba) =m, Wi) 二 ya, ws) 
=0 (w1) 十 I (ca)， 
故 o€ 召 ( 革 )， 因 此 ， 久 是 环 半 到 召 ( 广 ) 的 一 个 上 映射。 再 者 , 车 
4K(B) 一 7 ， 则 
Mat+pB) (2) = at+B, 2) 一 由 (人 ao) 十 由 (Bo) . 
一 IO) 十 TO = 0) 2) + mB) 的)， 
。38 。 


Ww (aB) (e) 一 出 (aB，o) 一 由 Ko 出 (Bo ) 下 (8 o) 
一 IT(oO)) 一 OT(Z) 一 人 ao) 1(B) (vw). 

所 以 ， 上 面 所 定义 的 凡是 环 针 到 环 五 (位 ) 的 一 个 环 同 态 ， 其 象 
Im j 当然 是 吾 ( 耶 ) 的 一 个 子 环 ， 于 是 有 

定理 1 设 邓 是 一 个 加 法 交换 群 ， 并 是 一 个 环 ， 如 果 半 是 
一 个 妆 - 模 ， 则 其 标量 乘法 出 可 引出 同 态 kj， 一 召 ( 卫 )、 反之. 
任 取 一 个 环 同 态 A-> 如 (对)， 则 定义 业 (@, 8) = (0) (w) 后 ,入 
作成 为 一 个 并- 模 . 

定义 2 若 定 理工 中 的 凡是 单 同 态 ， 即 若 w%B 时 ， 风 (oa 多 
A48)， 则 三 叫做 一 个 忠实 区 - 模 . 

因此 ,， 忒 为 忠实 站- 模 的 充 要 条 件 是 ， 当 a 姑 B 时 ， 至 少 有 一 
个 ggE 和 ,使 则 wa，2) * 业 (B, 2). 

对 于 多 - 模 琶 ,我们 取 

iIT={yEANIVOY, w=0, YeCT}. 

于 是 ,首先 , + 邓 不 是 空 的 ,因为 0€1+ 肚 ; 其 次 , 若 7d7ysE -到 ， 则 
由 (7 一 7a，2) 一 由 (71 2) 一 了 (Ya, 0 一 0， 即 7 一 yaE- 人; 最 后 ， 
若 YElX, aE 则 yoy, 2) = 0, by, 2)) = a, 0) 一 0， 
由 (Yo 92) = 由 (2)) 一 0， 故 ay 与 ?ya 都 属于 证 , 所 以 和 
是 站 的 一 个 双边 理想 ， 显 然 , 际 是 忠实 A- 模 的 充 要 条 件 是 X= 
0 z / 、 
为 简便 计 , 在 不 会 引起 误解 的 情况 下 (也 就 是 ,在 wa 并 无 其 它 
已 知 的 意义 时 )，- 模 下 的 标量 积 由 (a, w) 种 改 记 成 oo, 因此， 
Ma 一 Ma 可 改写 成 wwE 蕊 ， > (aaoa)w = 0 (Oa ) . 


定义 8 设 且 为 一 个 站 - 模 ， 如 果 了 是 加 法 交换 群 全 的 一 

个 子 群 ,并 且 当 wE3L, yEY 时 , ay EY, 即 , 了 本 上 身 ( 对 于 同样 的 

标量 乘法 ) 也 是 一 个 中 - 模 , 则 称 了 为 了 的 子 模 , 或 者 为 了 强调 它 

是 中 - 模 起 见 ， 也 称 为 子 8- 模 ，XX 为 了 的 扩 模 , 记 以 了 己 肝 ， 或 

刁 Y. 任 一 个 非 零 的 了 至 少 有 两 个 子 模 ， 一 个 是 0， 另 一 个 是 

X 自己。 这 两 个 子 模 都 是 卫 的 平凡 的 子 模 ， 而 其 余 的 子 模 则 为 
e 9 。 


非 平凡 的 或 真 的 子 模 . 当 了 了 为 的 子 模 但 又 不 等 于 于 时 , 常 记 
成 了 CX. 
例 4 设 4 为 环 半 的 左 理想 , 证 为 站 - 模 , 则 集合 
A 一 | 名 owlmE 4， 0 和 从， 1<n<co| 
是 对 的 子 模 ， 特 别 ,把 并 本 身 看 成 为 并 ~- 模 时 , 它 的 任 一 个 左 理 想 
B 也 是 半 的 子 模 . 
设 {有 卫 ,}, 和 E4 为 加 的 一 些 子 模 慰 , 之 集 ， 指 标 集 4 可 有 
限 日 无 穷 ， 定 义 
n X= {2E RIvE XT,, VAE A}, 
之 Ks {vt wt ,| Vn E Vr n<o0}, 
则 用 所 ， 与 之 到 :都 是 六 的 子 模 ， 前 者 为 诸 六 之 交 ， 后 者 为 庄 
广 ; 之 种 . 我 们 有 
定理 2 洁 了 = > 出 下 列 的 三 句 话 等 价 . 
全 0- 习 w， 时 , 必 有 ww 一 0,， 这 里 2,E 及 ,， 且 当 5 关 j 时 ， 
NA 
(2) 对 任何 wEA， 必 有 节 。 门 色 琶 :一 0 
(3) 当 > zi 六 wp，0 关 WE 及 ,,，0 关 wiER,, 时， 必 有 
wn 一 mw， 上 且 在 适当 调整 次 序 后 ， Mi = 4, 0X = Wo, 
证 (也 全 (2 车 有 0 六 加 一 之 tr 和夫 o， 则 全 2 一 2 一 0. 
9) 全 (3) ”如 果 任 何 zw 都 不 等 于 2 则 到 和 p> 好, 至少 
包含 一 个 不 等 于 零 有 的 模 元 聚 cx， 五 @i 王 入 ， 但 vw, 天 w， 和 情况 也 
是 这 样 ， 
(3) 坟 (1) 奉 必 ,站 0, 则 一 必 , 一 > 器 
如 果 开 一 卫 买 , 满足 定理 2 的 三 个 条 件 中 的 任 一 个 ， 则 工 岂 
做 诸 芋 ; 的 直 和 , 记 成 Y= 有 x。 这 时 了 中 的 任 一 个 元 y 都 是 
有 限 个 w, 的 和 ，y 一 之 2%， 上 且 此 赤 达 式 是 唯一 和 的， 有 时 我 们 把 


pn 对 


由 扣 ， 中 的 元 素 表 成 一 个 集合 {wea |w, EA,}, 但 仅 有 有 限 个 
不 为 0。 当 为 一 个 良 序 集 时 , {w,} 被 看 成 一 个 向 量 ， 其 第 入 个 
分 量 是 zw 着 y= 之 w,, 则 当 把 y 表 成 一 个 向 量 (wx) 时 , 车 入 不 是 
请 入 之 一 , 则 2 一 和。 [0] 

议 六 为 去 的 一 个 子 模 ， 取 商 群 立 / 丽 ， 对 陪 w% 十 王 定 义 
atg& 十 放 ) 一 az 十 太 ， 则 革 /W 也 是 一 个 %- 模 ， 称 为 商 模 。 当然 ， 
在 让 = 一 则 对 /WW 为 0, 车 WV=0, 则 于 /W 为 自己 . 

右 半 - 模 可 以 类 似 地 定义 .车 及 为 加 法 交换 群 ， 如 果 对 任何 
tC, oe, 可 定义 标量 积 wa, 使 za€ 人 ,vi 之 0% 一世 wi0s, 而 
(vo) ca 一 《ama)， 则 三 为 一 个 右 江 - 模 . 

对 于 环 半 , 我 们 可 改写 其 元 素 a 为 ooo， 并 定义 

oi B=a+p; 
0 op8" = Ba 

于 是 所 有 这 些 oa( 就 是 %) 对 于 所 述 的 “十 ”与 “0” 来 说 组 成 一 个 环 
并， 它 称 为 站 的 逆 环 ， 显 然 有 A” 一半. 

当 革 为 一 个 左 妆 - 模 时 ,和 定义 

wor = ag, HER, aoEN, 

出 DVO = DT) (之 0 一 之 0 TU Dv v0, 

vo op ) 一 gm = Bor= Bow) = (ow) B= (wo) B". 
所 以 对 是 一 个 右 L- 模 换言之 ,任何 左 六 - 模 必 是 右 名 "- 模 ,而 
任何 右 3 并- 模 也 必 是 左 并- 模 . 

定义 设计 既是 一 个 左 半 - 模 ， 又 是 一 个 右 光 ~- 模 ， 并且 十 
EX, aEA, BEV NH, 和 恒 有 

(aw) B= a(2B), 
则 称 区 为 一 个 (8 由 )- 模 ( 指 左 中 右 双 - 模 )， 
由 定义 即 知 , 关 之 为 一 个 (六 ,内 )- 模 , 它 必然 既是 左 六 - 模 , 又 
是 左 80- 模 , 且 % 的 元 素 与 3° 的 元 素 可 交换 ， 即 
o(B'w) = BP (aw). 
我 们 来 看 看 这 时 并 与 省 有 什么 关系 ? 为 此 ,我 们 取 
Ox) ={rE BEB(X)|T aw) = (vr), Vo EA, wE XL}. 
。d1 。 


这 里 的 用 (于 ) 为 加 法 交换 群 了 的 左 自 同 态 环 ， 容 易 验 证 ，Oxr (2) 
是 吾 ( 耻 ) 的 一 个 子 环 (不 仅 是 子 集 而 已 )， 它 称 为 站 对 子 的 中 心 
化 环 ， 于 是 ， 互 是 @[， 风 )- 模 的 充 要 条 件 是 有 环 同 态 % 只 一 
Cx(D ， 因 为 任何 BoE 型 " 实际 上 对 于 互 起 着 虹 的 中 心 化 子 的 作 
用 . : 


32 西 模 


设 互 为 A- 模 , 由 定理 1， 有 环 同 态 ww: M> 如 (了 对), 而 4 的 象 
Jm&( 指 由 中 的 元 素 经 几 所 得 之 象 的 集合 ) 是 环 召 (了 X) 的 子 环 ， 
虽然 刀 ( 蕊 ) 有 单位 元 , 就 是 了 的 恒 等 自 同 构 , 但 是 Im 却 未 必 
有 单位 元 ， 而 且 纵然 Im 有 单位 元 ， 它 也 未 必 是 召 ( 民 ) 的 单位 
元 ， 

我 们 取 | 
”定义 9 和 Im 包含 已 4) 的 单位 元 , 则 到 叫做 一 个 夯 站- 
殿 , 《这 里 的 “ 西 是 英文 unital 一 字 的 音译 . ) 

因此 ， 了 XX 是 西 半 - 模 的 充 要 条 件 是 关中 有 一 个 元 素 a， 使 对 
任何 wEX, 恒 有 ow 一 z、 因 此 对 任何 BE ， 始 有 aB6z= Bx， 又 
有 Baz=Bz.， 总 之 ， 左 理想 {7 一 ya|yYE 站 与 有 理想 {ay 一 7 
yE3} 都 含 于 + 卫 内， 如果 下 是 忠实 站 - 模 ， 上 述 的 a 必 是 站 的 
单位 元 . 

易 知 , 奉 所有 单位 元 1， 则 于 是 西 半 - 模 的 充 要 条 件 是 

MM, lv=¢, ViE, 

其 实 , 对 于 环 六， 我 们 总 可 以 找到 一 个 扩 环 池 * 己 站， 使 六? 有 
单位 元 ,并 且 当 对 是 一 个 站- 模 时 , 可 以 定义 这 个 卫 为 一 个 西 并 一 
模 ,使 当 aE€ 半 ,wz 时， aw 作为 对- 模 中 的 模 元 素 与 它 作为 如 - 
模 中 的 模 元 素 是 相等 的 ， 见 

定理 3 设 了 为 站 - 模 , 则 承 可 以 开拓 成 为 一 个 西 半 一 模 . 

证 ”以 之 表 整 数 环 . 令 六 一 {wm, @) |mEZ, mE 中}。 规 定 

(mn, 0%) 二 (mB); 当 和 且 仅 当 %=m, a= p; 
9 43 9 


(pn，a) + m, B= nt+m, ot+B); 
(nn, @) (m, B= nm, mui-nB+apB), 

这 里 奇 % 之 0, 则 nwa 是 nn 个 a 之 和 , 车 % 二 0， 则 nwa 是 一 mn 个 一 a 
之 和 .， 易 证 , A" 是 一 个 环 , 它 以 (1， 为 其 弟 位 元 , 且 有 子 环 A 一 
{(0, ou |la€EA} 与 A 同 构 . 

当 wEX 有 时, 定义 (nm, a)w 一 nw 十 awv。 于 是 ， 从 (1， 0) ww 知 
文 是 一 个 西 中 一 模 ， 口 

男 一 方面 , 假定 站 有 单位 元 二 而 是 一 个 A- 模 , 但 不 是 丁 
外 一 模 , 则 必 有 双 E 互 ,使 

1 一 当天 亿 ， 
十 是 lu = 1 = 1%, 
因而 ,让 w=w-v 关 0, 必 有 lw =0.， 今 
Xo= {ETI1lu=0}, 
X={vERXRI1y=v}, / 

易 知 , 未 o 与 到 都 是 和 的 子 模 , 它 们 的 交 只 合 一 个 元 素 , 就 是 了 
的 零 元 素 0。 我们 有 z 

定理 了 = 站 oO 只 了 "”， 其 中 并 0 一 0， 而 之 "是 一 个 西 站 - 
” 模 ， 

证 任 取 wsE, 设 1w=y, 让 

w=w— YY, 

于 是 , lo=Jw=1y, 故 1(w 一 ) 一 0, 因而 a(w 一 巷 一 al(w 一 Y) 一 
0, 即 , wz 一 yE€ Xo 又 有 1y 一 1w 一 lw~y, 故 yE€ 了 了 。 因 此 式 一 
从 0 十 及 。 由 六 o 几 邓 一 140} 知 和 二 Xo 只 . 口 

由 定理 3 与 定理 4， 我们 看 到 , 各 并 没有 单位 元 ， 那么 , 任何 
A- 模 XX 都 可 开拓 成 为 一 个 西 一 模 , 而 A" 有 单位 元 ( 模 本 身 没 有 
变 , 系数 环 扩 大 了 ); 而 当 针 有 单位 元 ,但 对 不 是 西 站 - 模 时 ,于 可 
以 收缩 成 为 一 个 西 站 - 模 对"， 其 补 子 模 卫 。 有 性 质 半 了 =…0。 这 
样 的 Xo 虽然 不 一 定 等 于 0, 但 其 意义 不 大 ， 所 以 , 我 们 在 同调 代 
数 中 ， 除 非特 别 申明 ， 所 考虑 的 环 都 有 单位 元 ， 所 有 的 模 都 是 西 
模 ， 
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$ 3 模 同 态 与 模范 呈 


本 书 从 现在 起 ， 如 不 特别 申明 , 所 有 的 环 都 有 单位 元 1( 或 者 
lx, 用 以 表示 环 站 的 单位 元 ) ,所 有 的 模 都 是 西 模 . | 
假定 时 是 一 个 环 ，4 与 B 都 是 区 一 模 . 如 果 y 是 加 法 交换 群 
4 到 咏 的 一 个 群 同 态 , 而 且 当 wE3%，cE4 时 , 恒 有 
f (ao) of (0) EB, (3.1) 
则 叫做 一 个 模 同 态 ， 有 时 也 称 为 A- 同 态 ， 所 有 由 4 到 B 的 模 
同 态 之 集 将 炎 以 也 om (4, B), 或 者 是 omyui(4, B), 用 以 表示 其 
元 素 均 是 ~- 同 态 ， 在 f€EHom (4，B), gE€ Hom(B, 0) 时 ， 对 
o€EA, a€ 4, 定义 gf (a) =g(f (0)) = af (0)) =agf (0) EO, 
故 gf EHom(4, 0)， 它 称 为 与 g 之 积 .， 在 豆 om(4， 蕊 中 有 
一 个 元 素 st 它 把 每 一 个 4€ 4 都 映 成 它 目 已 , 84 (4) 一 0 因而 对 
任何 fE Hom(4, B) 忆 有 fs4~ssf. 这 个 &4 称 为 4 的 恒 等 日 同 
构 . 
本 书 中 , 记号 &4 始终 表示 4 的 恒 等 自 同 构 , 或 在 范畴 中 表示 
4 的 恒 等 态 射 ,不 作 别 用 . 
逐条 验证 即 知 ,以 所 有 的 半 - 模 为 对 象 类 , 以 Hom(4， B) 为 大 
射 集 , 即 得 一 个 模范 畴 , 记 之 以 外 M。 类 似 可 得 右 关 -~- 模 的 泄 畴 民法， 
设 f1EHom(4, B), 我 们 取 
N={0€ 4|f (0) =0}, 
MM=10E.B| 有 aE4h, 使 f(a) 一 0}，, 
则 与 必 相 应 为 4 与 B 的 子 模 , 称 为 模 同 态 上 的 核 与 象 , 记 以 
NW 一 Kerf, 人 =Imf, 而 B/M 叫做 的 上 核 , 记 以 Cokf==B/M. 
若 入 一 0, 则 了 为 单 同 态 ， 履 一 B 则 了 为 满 同 态 ， 必 0 则 了 为 零 
同 态 . , 若 了 既是 单 同 态 又 是 满 同 态 ， , 则 为 同 构 , 这 时 记 成 4 空 刀 ， 


或 4 兰 B， 于 是 了 是 单 同 态 当 上 且 仅 当 zw 时 ,f(a) 大 f(a); 了 为 
消 同 态 当 且 仅 当 Ook 了 一 0; 7 为 同 构 当 且 仅 当 有 9E Hom(B, 4)， 
使 9 一 sw fg 一 sa， 不 难 验证 , 单 同 态 是 模范 畴 的 单 态 射 , 满 同 态 


w+ 


(3 .2) 


是 模范 畴 中 的 满 态 射 , 同 构 是 单位 态 射 ,而 零 同 态 则 是 零 态 射 . 
对 于 (3.2) 中 的 六 与 好 ,我们 定义 
0: 人 一 4 使 当 ecEAN 时 , 17(@) =a€ 4; 
wm: 4-> 及 ,使 当 a€ 44 时, ww (a) =f (0) EM; 
7 了 ->B, 使 当 bEM 时 , w (6) =bEB; 
再 让 ww" 为 B 到 商 模 B/M 的 自然 同 态 ， 于 是 7 与 7 都 是 单 同 态 
《而 且 是 嵌入 有 喘 射 )， 因而 都 是 单 态 射 ; 上 与 严 都 是 满 同 态 , 因而 都 
龙 满 态 映 ， 由 于 j 一 Im， 故 得 交换 图 


M . 
yf 
2 ~ (3.3) 
N > 一 一 4 -> BB _ YL ,> B/M 


因此 ， 作为 MIM 中 的 态 射 , 有 ”= Kerf= err， wv Oo0oimf, w= 
Cok f=— Cok”, "7 =1mf. 
” 任 取 所 与 fa€ Hom(4,B)， 当 gE€ 4 时 ,定义 
(fi+f2) (0) = fi(0)+fa(a), 

于 是 (ft+f3) (Qi 十 Ga) 一 人 (CCT 十 Ca) 十 (ci 十 Ga) 

= 了 1 (@1) +f 1 (Qa) 十 了 2 (@1) 十 f 3 (ca) 

= (fi+fa) (01) 十 (fi+fs) (a), 

(fit+f3) (a0) = fi am) +fa (aa) 

~—afi(a) +afa(0) =a(fitfa) (a), 
所 以 fj 十 fa €E Hom (4, B), 因而 Hom (4, 3 是 一 个 加 法 交换 
群 , 零 同 态 (把 4 的 所 有 元 素 都 上 喘 成 B 的 0) 是 这 个 群 的 零 元 率 ， 
而 一 了 (一 让 (@) == 一 f()) 是 f 了 的 负 元 素 ， 容易 验证 ,双边 分 本 
律 也 都 是 成 并 的 . / 

我 们 仿照 第 一 章 85 例 4 中 所 述 的 办 法 来 求 一 些 中- 模 4, 之 

集 {4,}, 和 E 4, 的 积 与 上 积 , 这 里 的 4 是 任意 的 集合 ， 在 4 上 定 
义 一 个 函数 $, 使 当 入 EA 时 ,$0) 为 4 中 的 某 一 个 元 素 cu 由 Wu) 
一 a, C4,, 入 EA， 以 多 表示 所 有 这 些 9 的 集合 ( 据 集 合 论 , 如果 4 
都 是 集合 ,4 也 是 一 个 集合 , 则 2 也 是 一 个 集合 ). 当 9 $a EB 时 ， 


和 起 BD 4 


定义 (和 i 十 $3) 0) 一 和 (十 和 GO cg) OO) =ag 0), 则 不 但 是 
一 个 加 法 可 换 群 ， 而 且 是 一 个 4- 模 ， 因 而 BEUM。， 如 果 定 义 
m (内 一 区 0 ,， 则 vw; 是 5 到 4 的 一 个 模 同 态 ,而且 是 满 的 ， 于 是 
(@，x;) 孢 是 诸 4; 的 积 了 A,. 


在 4 上 定义 这 样 的 一 个 沙 数 由 , 使 出 (%) 为 4; 中 的 一 个 元 素 
0%， 但 仅 对 有 限 个 入 a 才 不 能 是 4, 中 的 零 元 素 ， 对 其 余 的 o， 
小 (9) 总 是 4 中 的 零 ， 全 体 这 样 的 函数 由 之 集 罗 也 是 一 个 并 - 
模 . 对 每 一 个 入 ,定义 一 个 映射: 4, 一 轨 , 使 当 a; € 4; 时 ,mm, (a@;) 
为 这 样 的 一 个 函数 由, 上 人 = 一 ay 而 当 ww 入 时 , 由,(w) 一 0, 可 以 
证 明 (多 ,7) 就 是 诸 4， 的 上 积 虽 4. 


当 A 为 良 序 集 时 (由 选择 公理 , 任何 集合 都 可 定义 一 种 序 , 使 
此 集合 成 为 一 个 良 序 集 ， 参 见 B. L. 范 德 巨 尔 登 , 代数 学 I, 丁 石 孙 
等 译 ,科学 出 版 社 (1979) ,第 一 章 ,$ 7), 每 一 个 四 EF, 以 及 每 一 个 
EY 部 可 以 家 以 一 个 向 量 ， 其 第 入 个 分 量 是 $5(%)。 当然, 表达 
几 的 癌 量 只 能 有 限 个 分 量 不 为 0. 

上 面 所 定义 的 b; 4;> 罗 当然 是 一 个 单 同 态 , 因此 Imm 一 A 
承 是 思 的 一 个 子 柑 .。 实际 上 ， 这 个 罗 就 是 诺 4; 的 直 和 .， 由 于 
4 与 4 同 构 ， 这 个 到 也 是 诸 A4, 的 百 和 ， 到 一 中 4 当然 ， 象 这 
样 构造 出 来 的 直 和 仅 是 模 论 的 概念 。 作为 模范 畴 中 的 对 象 , 这 个 
轨 一 中 4; 连同 所 定义 的 m% 是 诸 4; 的 上 积 . 但 在 范畴 论 中 , 任何 
与 中 4 同 构 的 模 C0 连同 相应 的 态 射 ( 模 同 态 ) 也 是 诸 4, 的 上 积 ， 

从 外 与 罗 的 作法 即 知 ,大 4 是 有 限 集 , 则 多 与 罗 是 相等 的 . 

综 上 所 述 ,得 

定理 人 5 AM 是 一 个 Abel 范畴 . 

直面 的 定理 是 很 重要 的 . 

定理 6 对 于 %M 中 的 短 正 合 列 

| 0— > 4—>B- >0-— >0 (3.4) 
下 列 的 三 句 话 等 价 : 
{14) 有 "nnEHom(0O,B), 和 合 mm 一 20 
se 46 。 


(2) 有 ziEHom(B,4) ,使 mi7 一 24 

(3) 有 CC 使 了 = [my 中 C 

证 因 是 单 同 态 ,Imm 空 4, 所 以 , 可 以 不 失去 普遍 性 , 假定 
4 是 孔 的 子 模 ,”” 是 柑 入 映射 ,因而 O 衬 B/A4. 

(1) 坟 (3) 让 C 一 InmEB、 首先 ,4 门 0'={0}. 事实 上 , 若 
0x#%c EC , 则 有 0 关 cE0, 使 m1(0) ==0', 于 是 0 关 c 一 sc(c) 一 mt(o) 
一 m(o).， 但 4=Kerm， 故 o 不 能 属于 4. 其 次 , B=4+0'. 任 
取 0E8B, 设 严 (人 一 0 ic) 一 CCGP 让 4=b 一 c', 则 zx(@) = 
mw (0) 一 和 一 6 一 mr (co) 一 0 一 so(0) 一 0 一 0 一 0， 故 cacE4. 所 以 B= 
4 中 CC。 易 和 CDB7]/ 4 因此 Cs<C 四 

(3) 礼 (I) 可 假定 C=0, 因 为 4C 与 4BC 是 同 构 的 ,于 
是 (3.4 和 变 成 

A> > 4DCO -一 GO 
由 于 4@0 中 的 每 一 个 元 素 都 可 唯一 地 表 成 cTe 的 形状 ， 而 
mw(z5 二 oO 一 5(oOEC， 所 以 严 可 引出 C 的 一 个 自 同 态 c，c(o)~ 
m(c)， 此 同 态 当 然 是 满 的 , 它 也 是 单 的 ,因为 x (0) = 一 0 将 表示 cE 
4, 但 4nC={0+， 以 r 表 其 道 ， 再 让 加，C 一 4 四 C, 使 人 (co) 一 
0 二 T(c) ,于 是 mi(c) 一 和 (0 十 To) ) 一 ArT(C) 一 07(0) 一 0. 好 ,一 
so 明 所 和 欲 证 . 四 

用 类 似 的 方法 可 以 证 得 (2) 居 (38), 因而 定理 得 证 ， 

从 定理 的 证 明知 道 ， (DD 中 的 mn 必 是 单 同 态 , wi 必 是 满 同 态 ， 
而 (B,m,m0) 是 4 与 0O 的 上 积 , (B, wi, mw) 是 4 与 0 的 积 . 

对 于 一 般 的 Abel 范畴 , 满足 (1) 时 , (3. 色 为 右 可 裂 的 ， 满 足 
(2) 时 为 左 可 裂 的 ; 既 有 (i) 又 有 (2) 为 双边 可 裂 的 ,或 简称 可 慌 的 . 
对 于 模范 畴 , 定理 6 肯定 了 , 任 一 单 边 可 裂 的 短 正 合 列 必定 是 双边 
可 和 裂 的 ， 


$4 ”生成 系 与 自由 模 
投 S={s,es) 为 ~- 模 基 由 一 些 模 元 素 $ 的 集合 , 则 于 中 所 
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有 可 以 表 成 下 列 形 状 
Sl os,, MEA, oa, EY, 0 一 mm< co (4.1) 
的 元 素 组 成 下 的 一 个 子 模 耻 ， 我 们 称 8 为 了 的 一 个 生成 系 ， 或 


称 了 由 8 所 生成 ， 如 果 这 里 的 了 恰 等 于 开 ， 则 8 为 开 的 生成 
系 ， 当 然 ,任何 瑟 都 有 生成 系 (但 不 唯一 ) ,例如 工 的 全 体 模 元 素 
的 集合 就 是 开 的 一 个 生成 系 . 

如 果 蔗 的 菜 一 生成 系 8 仅 含有 限 个 (或 可 数 无 穷 多 个 ) 元 素 
则 下 叫 有 限 ( 或 可 数 ) 生成 的 ， 著 生成 系 8 仅 含 一 个 元 素 s， 则 下 
叫做 一 个 循环 模 ,这 时 贡 的 每 一 个 元 素 % 都 可 表 成 as, a E. 

假定 8 是 开 的 生成 系 , 那么 , 了 的 每 一 个 元 素 “都 可 表 成 
中 元 素 的 线性 组 合 


1 Dass ne, ou EA, su EB. (4.2) 


如 果 对 于 任何 eC 节 , 表达 式 (4.2) 都 是 唯一 的 , 则 工 称 为 定义 于 
S 上 的 自由 模 ，S 为 其 基底 ， 与 线性 空间 的 情况 相同 ,了 是 定义 
于 上 的 自由 模 , 当 且 仅 当 态 是 耳 的 生成 系 ,而 且 任何 等 式 


Dos.—0 


都 蕴含 着 m= 0,s=1,: 

自由 模 也 可 以 定义 于 一 个 销 象 集合 上 设 S={s.es} 为 一 个 
任意 的 集合 ， 指 标 集 4 可 有 限 可 无 穷 , 我 们 可 以 取 所 有 的 有 限 形 
式 和 / : 


> OS, 


之 集合 为 呈 ， 两 个 这 样 的 和 相 加 , 经 同类 项 合并 后 仍 是 这 样 的 有 
限 和 ， 再 定义 waZaus,= Yaous,, 则 并 为 定义 于 S 上 的 自由 模 . 
自由 模具 有 下 列 定理 中 所 述 的 泛 性 质 . 
定理 了 设 陡 为 站 - 模 ,而 5S 是 及 中 一 些 模 元 素 s, 集合 , 则 
他 是 定义 于 S 上 的 自由 模 的 充 要 条 件 是 对 任何 [- 模 对 ,及 任何 
映射 由 8 一 有 恒 有 唯一 的 模 同 态 j 总 一 型， 使 对 任何 $E， 


4 48 se 


有 了 (8s) = 二 48$(s), 即 ,有 交换 图 


了 (4.3) 


所 
AN 
NA 
人 


这 里 忆 是 嵌入 映射 

证 必要 性 设 为 定义 于 人 S 上 的 自由 模 ， 则 中 任 一 元 
素 4 必 有 唯一 的 表达 式 (4.2)， 

之 04S 二 > 之 oudp (8»,) 

这 个 了 显然 是 一 个 模 同 态 ， 因 为 当 w= ajsw,; 时 ，z 十 到 一 之 ads 
+ Eo sw, mW fe+to) = ops +E yg sy)) = Fw) 十 Fw )， 
f(aw) =af (zw) 是 不 待 言 的 . 由 了 的 定义 即 知 fm(s) = 了 (9) = (9)， 
故 有 交换 图 (4.3). 了 的 唯一 性 是 明显 的 .必要 性 得 证 . 

充分 性 ”首先 证 明 S 是 忆 的 生成 系 ， 为 此 ,我 们 假定 互 : 是 
由 S 所 生成 的 子 模 , 并 让 胜 一 了 /对 !。 如果 5S 不 是 全 的 生成 系 , 
则 及 1 汪 卫 ,因而 用 0.。 取 SS 一 必 , 使 态 的 任 一 元 都 映 成 履 
的 零 元 素 0, 即 , 当 sE8 时 ,4g$(s) =0.， 定义 及 为 由 于 到 MM 及/ 
及 的 自然 同 态 ( 的 元 素 x 都 映 成 它 所 属 的 陪 集 ), 又 取 fa: 了 一 
M 为 零 同 态 ， 它 把 卫 的 元 素 都 映 成 M 的 零 元 素 ， 显然 户 闪 js， 
但 f(s) = 户 (9)， 因 此 ， 完 成 交换 图 (4.3) 的 了 既 可 为 户 又 可 是 
fa, 不 唯一 ， 由 此 矛盾 知 S 为 习 的 生成 系 . 

任 取 一 个 抽象 集合 了 = {yea} 与 5 等 价 ( 即 ,它们 的 元 素 一 一 
对 应 ) ,并 以 允 表 示 定 义 于 了 上 的 自由 模 . 取 .SL, 使 名 (8;) 
一 y;, 则 由 所 给 的 条 件 ,有 唯一 的 六 至 一 天, 使 

fw) = f (5 m8) = EZ of C8,,) 

=B og (8) = Dy, EM, 

”这 个 了 当然 是 满 的 ， 它 也 是 单 的 ， 因 为 owy,=0 时 必 有 

一 0,. 所 以 了 与 于 同 构 , 故 邯 为 和 有 由 模 . 口 和 
推论 i 奉 有 芝 是 定义 于 心 一 {Sx} 上 的 且 由 模 , 让 区 -gf 为 
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循环 模 ， 则 如 DE,. 

事实 上 , 卫 中 的 每 一 个 元 素 都 是 有 限 个 忌 , 中 的 元 素 之 和 ,而 
且 表 达 式 是 唯一 的 . 

把 [本 身 也 看 成 站 - 模 (定义 于 单元 集合 {lm} 上 的 模 , 而 且 
是 自由 的 )、 让 as; E31s; 与 a 相对 应 , 即 得 一 个 模 同 构 . 所 以 推论 
1 的 结论 可 改 成 X= A. 


准 论 2 任何 X- 模 MM 都 是 某 一 个 自由 模 的 同 态 象 

证 任 取 了 的 一 个 生成 系 为 S={s,e4}. 取 一 个 抽象 集合 
了 一 {yes} 与 8 等 价 ， 让 互 为 定义 于 了 上 的 自由 模 ， 取 9p 了 一 
MM, 使 (yi) 一 ss 则 由 定理 7， 有 模 同 态 六 于 >M， 使 f(y;) 一 
4(y;) 。 这 个 了 当然 是 满 同 态 , 因而 汰 一 Imj， 口 

现在 我 们 提出 另 一 个 问题 ， 设 开 为 自由 %[- 模 ， 但 有 两 个 基 
底 8 与 史 , 问 有 与 中 是 否 有 相同 的 基数 ? 

可 以 肯定 ,如 果 是 有 限 集 , 则 了 也 必 是 有 限 集 ， 事 实 上 , 每 
一 个 sE8 都 可 由 全 中 有 限 个 元 素来 线性 表 出 ,s 一 袜 out。， wmE 3 
ET， 因此 T 中 有 限 个 元 素 就 足够 用 来 表达 所 有 的 8 了 .所 以 
有 限 个 t 就 能 组 成 卫 的 一 个 基底 . 

现在 假定 8 与 了 都 是 无 穷 集 合 ， 我 们 将 证 明 它 们 的 基数 |8 | 
与 | 全 | 相等 . 

首先 ， 让 4 为 T 的 所 有 有 限 子 集 的 集合 ， 当 sES 时 ，s== 
名 mh， 上 且 表 达 式 是 唯一 的 ， 让 荆 为 由 如 ,…， 加 这 避 个 元 素 所 
组 成 的 集合 , 工 当然 属于 4， 于 是 定义 一 个 映射 


J: -一 一 A 
(4.4) 
和 人 一 一 > 了 
计 4 为 所 有 这 些 工 所 组 成 的 集合 , 它 当然 是 4 的 子 集 , 但 不 一 定 
等 于 4. 水 肯定 是 一 个 无 穷 集合 ,不然 的 话 ,让 7T'= UL,LE4', 
则 ZT“ 蚌 一 个 有 限 集 合 , 而 且 将 构成 对 的 一 个 基底 ， 这 不 可 能 . 


@ S50 . 


其 次 , (4.4) 中 的 不 一 定 是 单 射 , 可 能 对 ss， 也 有 f(s”) == 

f(s) = 上 L， 于 是 ,对 每 一 个 上 EA', 定义 
fFL=S={s ES|f(s) = L} / (4.5) 

我 们 肯定 , 对 任何 上 EA, 了- 工 必 是 有 限 集合 ， 为 了 证 明 这 人 句 话 ， 
取 了 一 { 轨 四 每 一 个 4 都 是 有 限 个 sES 的 线性 组 合 , 所 以 
有 限 个 s€S 就 足够 用 来 表达 所 有 的 EL. 以 1 表示 这 些 s 的 
集合 ， 如 果 5 = 荆 是 无 穷 集合 ， 必 至 少 有 一 个 s ES', 但 sE 
Bu 于是 s 可 由 工 的 元 素来 线性 表 出 ,而 工 的 元 素 又 都 可 由 1 的 
元 素来 线性 表 出 ， 那么, s 必 可 由 8; 的 元 素来 线性 表 出 ， 这 不 可 
能 , 因为 S 是 子 的 基底 ,而 8, 与 S' 的 元 素 都 属于 及 

我 们 又 肯定 , 行 孔 天 上 La, 则 了 七 与 f° Ls 不 相交 ， 这 是 明显 
的 ,因为 每 一 个 sE8 只 能 唯一 地 表 成 二 的 线性 组 合 ， 由 于 每 一 个 
sED 必 属 于 且 仅 属于 一 个 广 : 工 所 以 & 是 一 些 两 两 不 相交 的 有 
限 子 集 广元 之 并 

S— Uf 

于 是 |gj 和 14 So= |||<|4|. 

让 4 为 了 的 元 子 集 的 集合 , 则 由 集合 论 的 理论 , 4,E 人 下 x 
了 x.… x wmw 个 人 了 之 积 ), 14,|<|7Z1"= |T|( 注 意 ， 7 了 是 无 穷 集 
合 )。 由 于 | 了 T 了 I<|4,|, 故 |4,| =|T|. 
易 知 A=— Ud, 
而 在 %w¥m% 时, ,站 A 是 空 集 , 所 以 |4|=|T|No= | 全 | 

于 是 |S|<|T|. 同 理 | 了 T|<|S|. 因此 ， 了 的 两 个 无 穷 基 底 
必 有 相同 的 基数 . 

但 是 ， 如 果 上 与 了 都 是 有 限 集合 ， 情 况 就 不 一 样 了 ， 举 一 个 
例 . 设 和 4 十 域 K 上 的 一 个 可 数 无 穷 维 线性 空间 ， 它 有 一 个 基底 
为 X= {1, Was “°°*, Vn, …}, 是 可 数 无 穷 集 ， 让 Xi1= {v1 人 v9, 必 5， …}, 
大 3 一 人 Oo Va, We, "**}, 4 与 As 依次 为 以 了 1 与 全 sa 为 基底 的 (K 
上 的 ) 可 数 无 穷 维 线性 空间 , 则 4=4,4s。， 以 上 (4,B) 表 示 由 线 
性 空间 4 到 线性 空间 B 的 所 有 线性 映射 所 组 成 的 加 法 交换 群 ,我 
们 有 工 ( 和 44, 4) 一 L(A41 虽 4s,， 44) 一 上 L(41,， 4) 四 了 (4a，4)。 现在 ， 
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7(4,，4) 事 实 上 是 4 的 线性 变换 环 ， 表 以 A, 而 和 且 当 六 E 拓 ,9E 
L(Ah1，4) 时 , fg€ElLC41, 4), 所 以 工 (41, 4) 是 一 个 时- 模 ， 同 理 
也 (4 4) 也 是 一 个 外- 模 ， 取 aoEL(41, 4), 使 o (von!1) 一 vw, TE 
了 (4 4), 使 T(zor) 一 2， 则 o 与 z 均 为 同 构 ， 且 有 工 (4j, 4) = 
co, (4s, 4) 王 Ar， 攻 半 一 oDAr， 易 知 Mo 与 Mz 都 是 自由 循 
环 模 (ao 一 0 时 , 必 有 a=0), 以 单元 集合 {o} 与 {7?} 为 其 基底 ,于 
是 ,作为 自由 站- 模 ,并 有 两 个 基底 , 一 个 是 单元 集合 {lw}, 另 一 个 
是 二 元 集合 {0,7}, 这 两 个 基底 中 基 元 素 的 个 数 不 相 等 . 

如 果 模 范畴 MM 中 任何 自由 模 圣 的 任何 两 个 基底 5 与 S' 都 有 
相同 的 基数 (其 基 元 素 一 一 对 应 ) , 则 员 叫 做 一 个 基数 不 变 环 , 简称 
为 IBN 环 ， 由 上 面 所 作 的 说 明 , % 是 否 是 一 个 IBN 环 ， 只 要 看 它 
的 有 限 生 成 的 自由 模 之 不 同 基底 是 否 含 有 相同 个 数 的 基 元 素 就 行 
了 .由 线性 代数 的 理论 ， 可 除 环 是 IBN 环 ， 而 上 面 所 举 的 例子 说 
明 , 无 穷 维 线性 空间 的 线性 变换 环 不 是 IBN 环 . 

我 们 来 证 明 

定理 8 交换 环 是 IBN 环 . 

证 设 时 为 交换 环 , 邓 为 任 一 个 自由 和- 模 ， 由 Zorn 引 理 ， 
并 有 一 个 极 大 理想 4， 而 站 /4=K 是 一 个 域 ， 若 对 有 基底 8= 
{s20",So}， 则 于 实 中 UH， AX 出 “ 妇 ， 因 而 /4X 全 


| 


,DD M/A4- DO 区 . 所 以 下 /4X 实际 上 是 域 玉 上 的 维 线 
性 空间 ， 著 也 又 有 基底 8 一 他,… s%}, 则 由 上 述 理由 ， 卫 /AX 
是 域 上 的 m 维 线性 空间 ， 由 于 域 是 一 个 IBN 环 ， 任 一 个 线性 
空间 的 维 数 都 是 确定 的 , 故 % 一 m, 所 以 中 是 IBN 环 ， 口 

设 中 是 IBN 环 , 而 也 是 中 上 自由 模 ， 其 基底 中 共 含 m 个 
元 素 , 我们 称 这 个 wm 为 了 的 秩 ,这 时 常 表 以 六 ， 


$5 单纯 模 
单纯 模 与 半 单 纯 模 在 环 论 与 模 论 中 都 占有 非常 重要 的 位 置 . 


和 号 号 


定义 6 设 革 为 站- 模 且 不 为 0. 如 果 除 了 0 与 瑟 本 身 以 外 ， 
X 没有 其 它 的 子 模 ， 则 下 叫做 一 个 单纯 !- 模 . 

由 定义 立即 可 得 

引 理 1 非 零 的 是 单纯 的 ,其 充 要 条 件 是 于 中 任何 不 等 于 
0 的 2 都 能 生成 全, 即 , 对 二 ww. 

证 任 取 0 到 2€EX, 则 并 z 和 SY。 如 果 革 单纯 ， 则 斑 二 1w， 
因为 Mz 不 可 能 等 于 0(1w=w#0)， 

反 过 来 , 厂 于 不 单纯 , 有 非 平凡 的 子 模 上 .在 了 中 任 取 yw* 
0, 则 0 支 MyC 了 CX. 于 不 可 能 等 于 My. 口 

由 此 我 们 看 到 ， 单 纯 模 首先 是 一 个 循环 模 。 下列 引 理 给 出 了 
循环 模 的 一 个 最 基本 的 性 质 . 

引 理 2% 了 革 是 循环 模 的 充 要 条 件 是 半 有 左 理想 4,， 使 了 对 
站 /4, 这 里 多 与 4 都 看 成 左 六 - 模 . 

证 ”定义 一 个 模 同 态 f, A->z 使 Fa) 一 ao. 以 4 表 了 的 核 ， 
即 , A4={aE 半 law=0}. 易 知 4 为 一 个 左 理想 , 因而 是 一 个 ~- 模 ， 
从 短 正 合 列 | 

A>—Y——» A, (5 .1) 

即 知 半 w 实 站 / A. 

有 反 过 来 , 任 取 一 个 左 理想 4, 在 虹 /4 中 取 1+4 为 4 关于 工 
的 陪 集 , 则 守 /4= 半 (1 十 4)。 所 以 并/A4 是 一 个 以 +4 为 生成 元 
素 的 循环 模 ， 口 

定理 9 0 关 式 为 单纯 模 的 充 要 条 件 是 半 有 极 大 左 理想 4., 使 

之 /4， 这 里 的 极 大 性 指 车 有 左 理 想 B 二 4, 则 五 一 9[， 

证 阁 有 左 理想 B, 使 四 二 B 二 4, 则 B/4 为 站 - 模 , 即 不 为 0， 
又 含 于 半 /4 内 .这 时 并/4 不 能 是 单纯 模 . 

设 4 极 大 ,要 证 /4= 天 为 单纯 外- 模 . 由 引 理 1, 节 是 由 陪 
集 1 二 4 所 生成 的 站- 模 . 任 取 y=a+4€ 有 ,有 征 yw*0, 即 , a€ 4， 
左 理想 My 将 严格 地 包含 4, 所 以 My 一 站 , 即 有 a EL 使 aa-a= 
1. 这 说 明 1i 十 4Ey, 即 ,了 C9y. 但 yEX, MyCX, 故 芋 =My. 
换言之 , 祥 中 任何 不 为 0 的 y 都 可 生成 站 ， 由 引 理 二 天 单纯 . 口 


9 83 9 


下 面 的 重要 定理 通常 叫做 Seohur 引 理 . 

定理 10 猴子 是 单纯 站- 模 ， 则 其 左 自 同 态 环 Hom (及 ,对 ) 
是 一 个 可 除 环 . 

证 ”只 要 证 明 0x#ccEHomn(S, 吕 ) 时 ,oa 必 是 同 构 就 行 了 , 因 
为 同 构 必 有 道 元 素 . 

让 C=Kero, B=Imo, 则 C 与 B 都 是 卫 的 子 模 ,因而 或 等 
于 文 ,或 等 二 0， 

总 当然 不 等 于 0， 否则 o 一 0. 所 以 B=,o 是 满 同 态 ，C 不 
能 等 于 到 ,否则 =0. 所 以 C=0. 因为 Kero=0, 故 o 为 单 同 
态 ， 既 单 且 满 , 必 是 同 构 ， 口 

设 XX 为 单纯 外- 模 ，4 一 om (到 , 避 ) 为 可 除 环 ， 则 由 Hom 
(GCC 民 ) 的 定义 , 当 236Ed4orE 时， 

(之 6) (之 wy) 2 6, (ty) 
且 (5.2) 
/ 14(2) = : 
改 号 6(2) 为 62 以 后 ,我们 从 (5.2) 看 到 , 也 变 成 可 除 环 4 上 的 一 
个 左 线 性 空间 , 邯 中 的 模 元 素 都 是 这 个 线性 空间 的 向 量 ， 而 4 为 
这 个 空间 的 左 系 数 环 (4 的 元 素 8 写 在 向 量 zw 的 左边 ,得 成 5w%). 

设 a€E 并 , 则 由 瑟 om (对 , 了) 的 定义 ， 当 58564wHom( 下 ,天 ) 

时 ,aSw 一 6aw, 因而 
OD ON 一 Hi0w,. 
所 以 a 实际 上 起 着 这 个 线性 空间 的 线性 变换 的 作用 . 换言之 ， 若 
以 上 (全 ) 表 示 4 上 的 这 个 线性 空间 邓 的 线性 变换 环 , 必 有 环 同 态 
$b: A —> LF). (5 .8) 

这 样 一 来 , 同一 个 了 就 有 双重 的 身份 , 一 方面 , 它 是 一 个 中- 
模 ,而 当 0 关 6€4 时 ,6 是 子 的 一 个 模 同 构 ， 另 一 方面 , 它 是 可 除 
环 4 二 的 一 个 线性 空间 ， 而 任何 ccEi 都 是 这 个 线性 空间 的 一 个 
线性 变换 ， 当 然 不 同 的 a 可 以 代表 相同 的 线性 变换 , 因为 (56:3) 中 
的 由 未 必 是 单 同 态 . 

在 文 中 任 取 有 限 个 在 4 上 线性 无 关 的 元 素 Di) Wa “Dn 对 

9 Das 


明基 


EF 


于 任何 JEIL(X)， 我 们 称 工 的 子 和 集 NN (f，{wi, py vn}) 19€ 
L(X) | g (gs) =f (wi), y=1,*，., w} 为 f 的 一 个 {w1, …, 作 上 } 邻 域 ， 以 
这 样 的 六 为 邻 域 基 , 我 们 可 在 了 (4 民 ) 上 上 建立 一 个 拓扑 .我 们 将 证 
明 , 对 于 这 个 拓扑 ， 站 是 处 处 稠密 的 . 这 就 是 说 ， 对 于 任何 JE 
LL(), 任何 邻 域 尽 == 入 (f, {my ro，…, Vn}) ;至少 有 一 个 a€E, 使 
上 (a) GE 六, 换 成 代数 的 语言 ,我 们 有 下 面 著名 的 
定理 蔚 ( 关 于 单纯 模 的 稠密 性 定理 ) 设 革 为 单纯 六 - 模 , 4 一 
Hom(S ,和 ), 则 对 4 上 任何 有 限 个 线性 无 关 的 模 元 素 oa Za，…， 
ou 与 同样 个 数 的 任意 的 模 元 素 Yi, ya … gw 至 少 有 一 个 wxE 沁 ,使 
OM i G11, 2, 

先 证 下 面 的 引 理 . 

引 理 3 设 n>2, oa wo,…, wr 在 4 上 线性 无 关 , 则 有 BE 沁 
使 Bw 一 0, Bwa 一 0,…, Bwn-i 一 0, 但 是 Bww 了 0。 

证 因为 每 一 个 w 都 不 能 等 于 0, 故 由 引 理 1, 于 = 和 wm. 令 

As={y EA [y= 0), : 

则 由 定理 9, 4 为 六 的 极 大 堪 理 殷 . 取 卫 一 ， Nn 44 本 引 理 的 
意思 是 BB 不 能 包含 在 如 内 . 

对 % 归 纳 . 

必 0 一 2， 我 们 肯定 41: 咎 4s, 否则 可 有 映射 

0; dg1 一 > 过 0a 
OH > Oia, vad, 

此 映射 的 定义 是 良好 的 ,因为 awi1 一 0 当 且 仅 当 wE4iS4a， 这 有 时 
cba 也 必 等 于 0. 于 龙 5 是 xX 的 一 个 自 同 态 ， 因而 属于 4. 由 于 
owi 一 wa, wi 与 ba 在 4 上 是 线性 相关 的 , 矛盾 ,所 以 4: 牛 4， 因而 
有 BE4 但 BE4a, 即 Bei 一 0, 但 Boo#F0. 本 情况 得 证 . 

现 充 有 全 2 让 O= 人 ,A 则 b= 人 4 一 CC 和 出 归 


约法 的 假定 ,C CF A 和 BA0., 
假定 BC 4,. 设 7EOC, 则 yzo_1=0 当 且 仅 当 7EB, 这 时 必 
有 Yt 一 0， 所 以 可 取 . 


T. (Co 1 一 一 Oo， 
"Yori > Yon, 
因 O 是 的 左 理想 ， 所 以 Ow,-1 是 对 的 一 个 子 模 . 但 Ow,_i1 才 0 
( 因 CO 和 4,_y, 子 是 单纯 模 , 放 Ow。1i 一 卫 ， 因此 (5.4) 中 的 ?是 加 
法 交换 群 了 到 其 自身 的 一 个 群 同 态 ， 它 也 是 模 同 态 ， 因 为 了 = 
Ow,-1, 任 一 个 nwEX， 有 YEB, 使 w==7Yw,-1 故 
TaON) 一 Tao = OT Vn1) = Ov (0), 

所 以 TE Hom(X,¥). 

和 需 证 z 关 0， 事 实 上 ,oa oa，… or oa wr 也 在 4 上 线性 无 关 , 所 
以 由 归纳 法 的 假定 ,0O 生 4,, 故 Ow, 关 0 但 0 是 左 理想 ,Ca 是 多 - 
模 , 因 此 Ca,= 并 ,而 (5.4 和 中 的 z 是 满 间 态 . 

任 取 YEO, 因 (Yori) 一 yo 故 

0 一 T(7on-i) 一 yan 一 7 T(r_1) — wn) , (5.5) 
如 果 (xn-i 一 0 v1,…, wn-s 在 4 上 线性 无 关 ， 则 由 归纳 法 的 假 
定 , 必 有 ?ECO, 使 yz 一 2w) 天 0. 但 6. 钱 说 明了 ,情况 并 不 
如 此 ,所 以 ,TT (ww_1) 一 oo v1 oa on 必然 在 4 上 线性 相关 ， 可 
是 zG4 且 不 为 0, 故 oa oraan on 在 4 上 线性 相关 ， 了 矛盾 . 
所 以 B 生 4,. 口 z 

现在 证 明定 理 11. 

n 一 1 时 ,我 们 没有 什么 要 证 明 的 ,因为 在 %1 天 0 时 ,了 一 wi， 
所 以 对 任何 yE 人 XX, 必 有 aE€ 叶 ,使 y= owi, 

现 设 nl1，、 由 引 理 3, 当 5 多 =1,2,…,n 时 ,有 BE 并 ,使 Biwi 一 
ri 基 0 但 当 了 735 时 ,Bo 一 0 因为 全 == 和 ws， 故 有 7 EX 外 ， 使 yw 一 
Wi, 取 a=7iBi 十 YsBa 十 … 十 YnB,, 则 

OW 一 (之 ‘7 ;1B;) Mi 一 Ti 一 Te 一 J 
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$6 半 单 纯 模 
定义 7 单纯 模 以 及 (有 限 或 无 穷 多 个 ) 单纯 模 的 直 和 都 叫做 


. $56 ， 


半 单 纯 模 , 

定理 1 雹 ”对 于 外 - 模 卫 , 下 列 的 三 句 话 等 价 : 

(1) 了 是 半 单 纯 模 ; 

(2) 也 的 任 一 个 非 平凡 子 模 都 是 筷 的 直 和 加 项 ; 

(8) 及 是 一 些 ( 有 限 或 无 穷 多 个 ) 单纯 模 的 和 . 

证 (一 (2) 设 耻 = 田子,, 子 ;为 单纯 模 ,而 0 类 AC. 
取 4 的 子 集 ,使 4N 四 子 , 一 0, 并 以 Q 表 这 些 荆 的 集合 ， 这 个 
不 是 空 的 ， 至 少 有 一 个 EA 所 组 成 的 单元 集合 从} 属于 Q，。 事 
实 上 ,车 每 一 个 EA 都 有 4N 对 ,*0, 那么 , 因子 单纯， 4 必 包 
含 及 ,因而 4 旬 邓 ,= 他。 这 不 合 4 的 条 件 . 

因此 ，9@ 中 的 元 素 可 按 包含 关系 来 排序 ， 设 {J,} 是 一 个 升 
链 , 并 让 J 一 UJ 如 果 有 4 由 @@ 了 0, 必 有 0*a€4, awn 


十 … 十 0 ， 1 而 MNES EY. {J ,} 既然 是 一 个 升 链 ， J ns 
Vs 3 J p, 这 名 个 集合 中 必 有 一 个 极 大 的 ， 设 为 J 它 包 含 其 余 
的 w-1 个 集合 , 即 ha 和,…, 和 都 属于 Ju 于 是 4 芝 *0. 
这 违反 了 Ju. 的 取 法 ， 所 以 ，4n @ 耻 , 一 0,XEQ， 这 说 明 ,0 的 


任 一 升 链 必 在 2 中 有 极 大 的 元 素 。 由 Zorn 引 理 ，02 有 极 大 的 元 
素 , 设 为 8 这 个 及 当然 不 等 于 4, 因 为 4N 四 了 ,一 4*0. 

令 B= 田子:， 我 们 要 证 明 4 四 3 一 琶 ， 首 先 , 4 站 B 一 0 其 
次 , 让 有 8 为 SS 在 4 中 的 余 集 ， 则 当 RERS 时 , ANn (BDZX,) 天 0， 
因此 ,有 0 天 ga=0 十 wy, 0 天 ww 巨 卫 , 因 屋 ， 单纯 , 节 s 中 任 一 元 痢 本 
表 成 aow=o4 一 aob=a'+b' 的 形状 、 任 取 wEX， 则 因 革 =B@ 
( 图, ZX), ab 站 moonERoo 而 ES'. 因 wnE ADB, 故 
cEADB. 

(2) 坟 (3) 已 知 马 的 任 一 非 平 凡 子 模 都 是 蕊 的 站 和 加 项 ， 
我 们 首先 证 明 , 也 的 任 一 子 模 也 必 有 节 的 这 个 性 质 . 
为 此 ,我 们 设 0*94C 有 TF。 于 是 卫 一 4@B. 设 0w41CA4, 则 
es ST 。 


各 = 4 中 Pi 让 4,=4 门 五 :， 当然 4 站 4s 盖 0， 人 尾 取 EC 4 作为 
各 的 元 素 , 有 a=Q1 十 01,41€ 41,01€ Bs, 但 这 时 如 =4 一 wy€4, 故 
bi: EANBi= 4A. 所 以 4 一 4 中 4。. 

其 次 ,我 们 证 明 , 叉 确 有 单纯 子 模 , 为 此 ,我 们 任 取 0%w EX 
不 售 2 的 子 模 之 集 不 是 空 的 , 零 模 至 少 是 一 个 ， 由 Zorn 引 理 ， 有 
一 个 极 大 的 子 模 4 不 含 z. 于 是 对 = 4 四 B. 如果 B 不 单纯 ， 则 
B=COBD, 即 , 蔗 =AGCO@D. 由 4 的 极 大 性 知 w€E A@0O, 2E4 
中 D, 即 ,wg 十 cc 一 w 十 0,4 与 a 都 E44,cE0O,4ED, 于 是 4-a'= 
0—6. 但 4NnB=0， 所 以 a=w ,c=d. 但 CND=0, 故 ce=d=0， 
所 以 zz 一 CE4, 了 矛盾 

最 后 ， 以 { 人 xc 为 三 中 所 有 单纯 子 模 之 集 ， 令 

Vy= 5X,CX. 


车 了 关 叉 , 则 卫 = 了 QB. 这 个 B 也 满足 条 件 (2), 因而 有 单纯 子 
模 OQ。， 这 个 OO 不 属于 集合 1 芝 ,} 内 ， 因 而 { 革 ,ea} 个 是 所 有 单纯 
子 模 之 集 . 了 盾 以 了 一 之 基 ) 王 丸 . 

3) 一 由 假定 至 = 这 他 ,， 卫 ;是 单纯 子 模 ， 取 4 的 子 集 


也 使 之 4 实际 上 十 这 些 到 的 下 和 ， 并 以 台 表 所 有 这 样 的 子 集 


I 的 集合 ， 集 合 @ 当然 不 是 空 的 , 例如 4 中 任何 入 所 组 成 的 单元 
集合 {X} 就 属于 Q， 和 集合 2 中 的 元 素 可 以 按 包含 关系 来 排序 , 它 
当然 是 可 归纳 的 ， 因 而 8 中 有 一 个 极 大 的 元 素 8B. 这 就 是 说 ， 
马子 ,实际 上 是 直 和 田 X. 令 


了 一 中 XxX，,. 
和 EE 二 


任 取 wwE4, 但 jeES, 则 由 S 与 了 的 定义 ,了 与 于 ,的 和 了 十 及 ,不 
能 是 直 和 ,所 以 有 0 姑 vw EX。 由 Y, 即 ,0 大 vw 一 wn 十 … 十 wy,， 和 ME 
S, osE。 因 己 , 单纯 , Wo 一 并， 所 以 了 ,了 .于 是 及 EY,， 
下 是 一 些 单纯 子 模 的 直 和 和 , 故 耳 半 单 纯 ， 口 

推论 。 半 单纯 模 的 非 零 子 模 与 商 模 也 必 半 单纯 ， 

事实 上 , 半 单 纯 模 节 的 任何 非 零 子 模 4 都 满足 定理 12 的 条 


es 5 。 


件 (3) ， 因 此 也 是 半 单纯 的 ， 又 从 (2) 得 站 =4GB， 故 和 /4 一 8 
左 半 单纯 模 . 
下 列 定理 表达 了 半 单 纯 模 订 有 限 分 解 的 唯一 性 . 
定理 了 地 设 A- 模 玉 有 两 个 分 解 式 
XI-ABAD…DOA,= OB 


这 里 的 4, 与 B, 都 是 单纯 子 模 ,mn<co, 则 A 也 是 有 限 集 行 ,2,…， 
"小 而 且 适 当 调 整 次 序 后 ,可 有 41 兰 Bi As Bsa,…, 4, 宇 b,. 

证 对 nn 归纳 . 

nm 一 1 时 ,4 当然 只 能 含有 一 个 元 素 , 否则 41 不 能 单纯 ， 

设 n>1。 我 们 可 以 假定 4 是 良 序 的 , 于 是 且 中 的 每 一 个 z 
都 可 宪 成 两 种 向 量 , 一 种 问 量 是 (ai(w)), 其 第 i 个 分 量 是 wk(z) E 
4,, 这 个 回 量 叫 4~ 癌 量 ， 另 一 种 问 量 是 (6, (ww))， 其 第 入 个 分 量 
b.(w) ED 这 个 向 量 叫 了 -网 量 两 种 向 量 都 是 唯一 的 ,=4 当量 
仅 当 所 有 的 wo) 与 6 Co) 都 等 于 0. 

取 91 1 一 一 于， 使 当 aE€ 4 时 ， 17(4) 一 QE 证, 对 每 一 个 

和 EA 定义 wi 了 字 一 ->B,, 使 ww (2) 一 0, (ww)， 上 再 让 0% 一 tm: 和 Ai 


， > BB、 这些 0 不 能 都 等 于 0， 因 为 当 0 姑 cE€ 41S 久 时 ,a 的 


B- 向 量 (b,(@)) 中 不 可 能 所 有 分 量 bh(@) 都 是 0. 不 失 普 记性 ,假定 
0o1 闵 0。 于 是 有 E41, 使 oi1(Q) 一 0. 因 4 与 有 部 单纯 
Ai= 半 wy, 有 一 外 01. 履 ai 是 一 个 同 构 ， 于 是 有 
X= AiDBA= BOD, 

这 里 4 罕有:， 4 一 中 4 一 ® B.. 

定义 T=8x 一 071W1， 则 TEHom( 了 ,及 )， 先 证 KerT 一 Ai 
事实 上 ,车 a€41, 则 7T(@) 一 sxz(o) 一 oT wi(@) 一 4 一 Qa 一 0, 故 4G 
Ker rT， 肖 一 方面 , 设 wEKerr, 取 的 B- 向 量 (6,(2)), 则 0 二 zw 
vw 一 0701(8), 因 寺 w=oT0(w). 但 oT'bi(w) E41i, 邦 Ker7TC 
Ai. 
再 证 Imyr=B， 任 取 pEBESEA， 则 因 mi (人 一 0 故 7(o) 一 
sx (b) =b， 所 以 BCImzv、 另 一 方面 , 任 取 w= (b(@)) EX,rw~ 

ee 


如一 Oiliri(o) 一 和 一 To) 假定 oT01(2) 一 gE 41， 则 由 oi 的 
定义 , a 的 B- 向 量 (5,(@)) 中 , 如 (@) 一 如 (w)， 所 以 z(w) EB， 即 
Im 5CB. 于 是 有 短 正 合 列 
4 > > 一 >» B, 
因而 号 兰 并 /4 但 4= 和 /4 所 以 了 关 4， 因 此 
4 中 4 由 4 二 WB,. 


由 归纳 法 的 假定 ,4 是 有 限 集 , 而且 适 当 重 排 次 序 后 有 44,s 关 Bi,4 一 
2, 3, ”7 [J 
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先 证 

定理 1 设 肝 为 外 模 , 则 下 列 的 三 个 条 件 等 价 . 

(1) 升 链条 件 ”任何 一 个 由 下 的 子 模 所 组 成 的 升 链 

AiE AsECE A CC. .1) 

必 有 nm, 使 A、= A A,a= 

(2) ” 极 大 条 件 ”在 任何 一 个 由 访 的 子 模 所 组 成 的 集合 . 
{4se4} 中 , 必 至 少 有 一 个 极 大 的 子 模 4， 它 不 是 此 集合 中 其 它 任 
何 子 模 4, 的 非 平 凡 子 模 ; 

(3) 有 限 条 件 及 的 任何 子 模 都 是 有 限 生成 的 . 


证 (人 山 一 (2 取 ALE{4,es}。 如 Ai 不 极 大 ， 则 有 AiC 
4 如 4a 仍 不 极 大 ， 则 有 4iC4acC4s， 象 这 样 ， 在 有 限 次 后 必 
须 中 下 ,不然 吉 要 得 到 一 个 无 穷 升 链 4iC4sC4sC…， 违反 升 链 
条 件 . : 
(2) 过 (8) 设 4 为 了 的 任 一 子 模 ,而 8 为 它 的 一 个 生成 系 . 
以 {Dea} 表 示 的 所 有 有 限 子 集 之 集 ( 每 一 个 5S, 都 是 S 的 有 限 子 
集 )， 并 以 4 表示 由 S; 中 的 元 素 所 生成 的 子 模 。 由 极 大 条 件 ， 
{4;} 中 有 一 个 极 大 元 素 , 设 为 4;。 我 们 肯定 4 一 4。 不 然 的 话 ， 
必 在 5 中 有 一 元 sE 4,. 在 Si 上 再 添 一 个 s 仍 为 有 限 子 集 ,因而 


® BO 4 


是 某 一 个 S,. 这 有 时 4 将 严格 地 包含 A,, 后 者 不 能 极 大 ， 因 Sp 
是 有 限 集 ,4 由 5 所 生成 , 故 4 有限 生成 . 
(3) 壤 (1) ” 任 取 一 个 升 链 
A do CC AC.., 
取 4, 的 一 个 有 限 生成 系 为 S;, 并 取 Bo= US;， 则 5S, 也 是 4 的 
有 限 生成 系 . 让 4 一 U4。， 一 US,( 注 意 ,1C6,)， 则 和 4 有 生 


成 系 S， 由 有 限 条 件 , 4 是 有 限 生 成 的 (4 必 是 了 革 的 子 模 ), 设 {az， 
aa an} 为 其 生成 系 . 因 及 为 4 的 生成 系 , 每 一 个 wm 都 是 & 中 有 
限 个 元 素 的 线性 组 合 ， 因 m<ce， 故 8 中 只 需 有 限 个 元 素 就 能 表 
出 全 部 的 we， 以 有 表 这 些 能 表 出 w 的 所 有 元 素 之 集 , 则 人 是 4 
的 有 限 生成 系 , 且 为 8 的 有 限 子 集 ， 因 有 8= US。 而 名-:SS。 故 
有 m, 使 SCSm, 所 以 A4 生 Aw, 但 4nC 4orE…E4 因 此 4wm 一 
Anii™= Anea = ., DD 

用 类 似 的 方法 可 得 

定理 15 设 马 为 号 模 , 则 下 列 的 两 个 条 件 等 价 : 

(1)” 降 链条 件 ”任何 一 个 由 下 的 子 模 所 组 成 的 降 链 . 

44sD… 必 4d | (7.2) 

必 有 mw, 使 4 一 4 一 …; 

(2) 极 小 条 件 在 任何 一 个 由 工 的 非 零 子 模 所 组 成 的 集 
合 {4,esa} 中 , 必 至 少 有 一 个 极 小 的 子 模 4， 它 不 以 此 集合 中 任何 
”其 它 的 4 为 其 非 平凡 的 子 模 、〈 当 {4,esa} 中 有 零 模 时 则 其 极 小 

元 素 当 然 是 0. ) 

证 (1)= 坟 (2) 在 {4,es} 中 任 取 一 个 41、 如 41 不 极 小 , 则 
有 4 二 4。， 如 4 仍 不 极 小 , 则 有 4iC4asC4s， 由 降 链 条 件 , 这 
种 取 法 必 在 有 限 次 后 中 止 . 

(2) 二 (1) 在 和 集合 14 中 必 有 一 个 极 小 元 素 。 口 

定义 8 如 果 革 满足 定理 14 的 三 个 条 件 之 一 , 则 天 叫做 一 
个 Nother 模 。 如 果子 满足 定理 16 中 两 个 笨 件 之 一 ， 则 六 出 
Artin 模 ， 


e 人 


我 们 应 用 上 述 理论 来 建立 合成 列 的 理论 ， 它 与 群 论 中 的 合成 
列 理论 是 类 似 的 . 
定义 9 如 果 一 个 以 于 为首 项 的 降 链 


友 一 到 0 有 1 也 克 3 站 …D 夺 ,一 0 一 co (7 .3) 
的 商 模 

Xo/ Xi1, 大 4/ 这 9，…， Dy 人 nl (7.4) 
全 是 单纯 模 ， 则 (7.3) 叫做 互 的 一 个 合成 列 ,而 (7. 多 为 此 合成 列 
的 商 模 列 


用 群 论 中 所 用 的 方法 ( 见 了 .EL. 范 德 丈 尔 登 , 代数 学 工 于 石 孙 
等 译 ,科学 出 版 社 (1979) , 第 六 章 ,§ 48)， 我 们 可 得 完全 类 似 的 定 
理 . 

定理 16 假定 也 有 合成 列 (7.8). 我 们 有 

(1)” ”如果 

及 一 了 0 二 了 ;二 了 DO DOY,=0 (7 .5) 
为 卫 的 另 一 个 合成 列 , 则 mn 一 m, 而 且 (7.3) 的 商 模 与 @.B) 的 因 


子 模 
FofY, YJ /Ys, 本 了 了。 a/ 了。、1， 了 1 (7 .6) 
一 一 对 应 地 同 构 , 但 不 一 定 按照 所 排 的 次 序 ; 
(2) ”以 于 为 首 项 的 任何 降 链 


X= 了 oDAD. DBI:……DO (7 .7) 
A 这 联 是 说 ， 几 有 一 个 合成 列 ， 使 4, 
,OO 均 为 其 中 的 项 . 


因此 ,， (7 .8) 中 的 % 仅 随 之 而 定 ， 不 随 合成 列 的 改变 而 改变 
我 们 称 这 个 % 为 了 多 长度 ， 易 得 

推论 . 知 六 有 合成 列 (7 .8), 其 长 度 为 %， 4A*0 为 及 的 一 个 
真子 模 , 则 4 也 有 合成 列 , 其 长 度 小 于 %。 

事实 上 ,由 环 志 4 二 0 可 以 加 细 成 为 一 个 合成 列 , 其 中 4 以 下 
的 一 段 当 然 是 4 的 一 个 合成 列 , 其 长 度 显 然 小 于 nn， 口 


最 后 , 我 们 证 明 
定理 到 有 合成 列 ， 其 充 要 条 件 是 ， 也 既 为 Nither 模 又 
为 Artin 模 , / 


?9 


证 之 如 果 互 不 是 Nither 模 , 必 有 不 的 子 模 所 组 成 的 无 
鹤 升 链 
AlCAsCAgsCC…CAC…CR, 
于 是 有 降 链 
总 一 站 0 站 .414 二 4 二 0， (7.8) 
它 不 可 能 加 细 成 为 一 个 合成 列 ((7.8) 中 的 项 数 大 于 由 ， 
如 果 荧 不 是 Artin 模 , 必 有 一 个 无 穷 降 链 
XX DOBiDB, DOD.…, 
也 不 能 加 细 成 为 一 个 合成 列 . 

所 太 的 非 平 几 子 模 中 必 有 一 个 极 大 的 子 模 , 设 为 人 1. 了 
当然 也 是 一 个 Nother 模 ， 因 此 它 的 非 平凡 子 模 中 必 有 一 个 极 大 
的 子 模 , 设 为 站，。。， 由 此 即 得 一 个 降 链 

太一 oDAI1D A sD 
此 降 链 的 长 度 必然 有 限 ， 又， 于 sti 既是 了; 的 极 大 子 模 ， 故 商 模 
和 VS 必 单 纯 ，、 所 以 下 有 合成 列 ， 口 


8 不 可 分 解 模 


我 们 将 在 本 节 中 来 讨论 模 的 另 一 种 分 解 式 ， 本 节 中 的 模 仍然 
都 是 中 - 模 

定义 10 如 果 一 个 站 - 模 4 可 以 分 解 成 两 个 真子 模 的 直 和 ， 

单纯 模 当 然 不 可 分 解 ,但 不 可 分 解 模 未 必 单 纯 ， 例 如 乙 本 身 
作为 乙 模 ， 它 的 任 一 子 模 ( 事 实 上 是 工 的 理想 ) 都 不 可 分 解 ， 但 每 
一 个 子 模 都 不 单纯 . 

下 列 引 理 给 出 作为 不 可 分 解 模 的 充 要 条 件 . 

引 理 1 4 为 不 可 分 解 模 , 当 且 仅 当 其 自 同 态 环 4= Hom (4， 
4) 中 除了 0 与 1 以 外 ,没有 其 它 的 宕 等 元 ，( 这 里 的 1 一 eh. ) 

证 必要 性 设 5 关 0,1 为 一 个 宕 等 元 ,8 一 3, 则 6(1 一 8) = 
0, 故 3 与 1-8 既 不 是 0, 也 不 可 道 .让 4i1=Im56, 4s=Im(1 一 6). 


首先 ，4: 站 4 一 0， 因 8(o) = 圭一 3 (0) 表 明 a ~=5(at+a), 因 而 
dS(g) =6(g+o ) =) -二 (cc 故 3(c) 一 0， 

其 次 , 任 取 aE€4, 则 a=5(@) 十 (1 一 56) (oE4i+4a。 再 注意 
到 4 与 4s 都 是 4 的 真子 模 , 而 4=A: 中 4, 4 是 可 分 解 的 . 

充分 性 设 4=A41 中 4，。， 定 义 6E€4， 使 6(@i 十 aa) 一 1y， 则 
0" 一 6,6 是 蝴 等 元 且 去 0,1、 口 

局 部 环 是 一 种 具有 上 述 性 质 ( 除 了 0 与 工 以 外 没有 其 和 它 的 宪 
等 元 ) 的 环 ， 如 果 环 三 中 所 有 不 可 道 的 元 素 ( 既 无 左 逆 元 , 又 无 右 
逆 元 ) 组 成 上 的 极 大 理想 V， 不 属于 v 的 元 素 既 有 左 道 元 又 有 和 有 
逆 元 (左右 北 元 素 当 然 相 等 ), 则 工 叫做 一 个 局 部 环 .， 我 们 将 在 第 
四 章 中 讨论 这 种 环 的 性 质 、 日 前 ,只 需 注 意 ,如 果 5x*0,1, 但 ~ 
6, 于 是 从 6(1 -5)==0 知 6 与 1 一 6 都 不 是 可 道 元 (都 是 零 因子 ) 因 
而 都 属于 J, 所 以 1=6 十 1 一 8E€J， 这 不 可 能 . 

如 果 4=Hom(4, 4) 是 一 个 局 部 环 , 则 和 叫做 一 个 强 不 可 分 
解 模 ， 奉 以 J 表 4 的 极 大 理想 , 则 5&€4 当 且 仅 当 它 不 是 4 的 自 
同 构 , 

引 理 2 设 4 不 可 分 解 , 4 一 Hom(4,4),f.4->B,g., B—>4 
都 是 模 同 态 , 且 fg 为 8B8 的 有 目 同 构 , 则 了 与 9g 都 是 模 同 构 . 

证 有 取 f9 的 逆 元 素 为 h，fgh=&s, 并 让 b=gh,， 由 f=8， 
知 f 是 满 同 态 ( 第 一 章 定 理 2)、 | 

们 5 一 bjEd4 则 5 一 bj0j/ 一 bszj 一 上 ff 一 6, 5 是 军 等 元 , 故 
6 或 等 于 0， 或 等 于 1。 它 不 能 等 于 0, 否 风 sp=s5 一 $f4= 
F0g = 一 0 所 以 一 由 一 1 一 84。 这 说 明 了 是 单 同 态 ， 既 单 又 满 必 
是 同 构 . 了 与 79 既 都 是 同 构 ,9 当然 是 同 构 ， 口 

我 们 来 证 明 

定理 18 假定 z 

到 一 4 中 4 中 中 4 一 有 中 DB 中 中 了 (8.1) 

4 与 号 都 是 不 可 分 解 模 , 而 4, 都 强 不 可 分 解 , 则 nn 一 m, 且 
适当 调整 次 序 后 ,有 4, 宇 Bi,b=1,2,……,%n. 

证 对 m 归纳 . 
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% 一 1 时 ,我们 没有 什么 要 证 的 . 
设 m1， 证明 共 分 三 步 . 
第 一 步 ， 我 们 证 明 , 在 诸 B; 中 有 一 个 , 设 为 Bi 使 4i1 空 Bi. 
由 (8.1), 每 一 个 swEX 都 有 两 个 表达 式 ， 
w= (8) aa 2) + ta 0), a (8) EA 
与 t=0b1(2) +ba (8) 十 … 十 加 (2) 0;(w) EB,. 
前 者 电 4- 表 达 式 ,后 者 叫 B- 表 达 式 , 且 都 是 唯一 的 .定义 
mis XX > A,, mi(w) = a (W); 
mT;: XC—>B, ws (wv) =0; (8); 
mi: Ai—> ,ma) = uA; 
mn: B;—> XX, (0;) = 0; EX. 
易 知 mt = Ts, Wy = 0 ， Mi Bx = DTV , MIN By wj 和 = 88,。 于 是 
B41 ~— NINI WIN 一 5187001371 一 Sri 191. 


由 于 s4 是 4 一 Hom (4 41) 的 单位 元 ,wimwjywims 都 属于 小 而 4 是 
局 部 环 , 如 果 每 一 个 wry wm 都 不 可 首 , 即 ,它们 都 属于 4 的 极 大 
理想 / . 那么 ,s4, 也 将 属于 J, 因而 人 不可逆。 这 是 错误 的 ， 所 以 至 
少 有 一 个 wimwyrini 不 属于 ,因而 可 着 ,不 失 冰 记性 ， 我 们 可 假定 
wimim1m 是 4 中 的 可 逆 元 , 因而 是 4 的 目 同 构 ， 因 为 
JAMIN mn G18B T1017)1 (Cr 152,) (184,) 3 

而 wi8sp, EE Hom (Bi, 41)，wi84,€ Hom(4i, B1)，Bi 是 不 可 分 解 
模 , 所 以 由 引 理 2， ri8p, 与 W184, 都 是 同 构 . 换言之 .以 与 4 同 构 ， 

第 二 步 . 证 明 马 = 已 旨 (4: 四 … 四 4.). 

先 证 Bin (4 中 … 由 4 一 0. 

事实 上 ， 若 %EBi 站 (4s@… 欠 4,)， 则 wi(w) 一 0， 因 为 sw€ 
4 中 … 中 4,, 又 因 EBP, 故 mi(z) 一 wss,(w). 上面 已 经 证 明 wvz8s， 
是 同 构 ,所 以 w=0. : 

再 证 Bi-+ (4s@… 甸 4。) ~ 也 伟 4. 

事实 上 , 若 wE€Bi, 则 wEX', 而 且 当 多 1 时 ,mi(w) € 4 


了 ， 因 此 miss (0) -mo) 一 这 m0) 一 裤 m(0) 0 一 训 me) € 


(8.2) 


和 和 


如 518B， 1 到 41 同 构 , 故 Lm wz8s， 人 
41S 到 .由 此 得 冬 一 
遇 语 由 于 天 一 ae ‘DBA, = BW AD-: @4-BG 
Bs@B…@Bn, 故 4s@@… 旭 4, 之 BO… 四 Bn 关 及 /Bi， 由 数学 内 
纳 法 的 假定 即 得 本 定理 . . 口 
放 f: 4 一 4 为 4 的 一 个 自 同 态 ， 我 们 取 Mj=Jmf，Ms~ 
Im f=f (MD), :…, M,.=Im f"=f(M,1), N= Ker f, N= 
Ker 广 … ,An 一 人 er f".、 易 知 
4 三 有 MD， 
(8 .3) 
NICWCEAWaCE CN C。 
令 
MN M, N= UN,. (8.4) 


这 里 的 每 一 个 用, 与 和 Vm 都 是 4 的 子 模 ， 因 而 有 与 WV 也 都 是 4 
的 子 模 . 让 9: 开 一 4 与 9 AN 一 4 为 相应 的 杠 入 映射 , 则 fm€€ 
了 om ( 2) ,而 GEHom(CN,NW)， 
我 们 证 明 
引 理 3 如果 4 既是 一 个 N6ther 模 , 又 是 一 个 Artin 模 , 出 
A== MON, (8.5) 
而 和 目 jm 是 及 的 自 辐 构 , 而 fw 是 短 零 元 素 . 
证 (8.3) 中 的 两 个 链 都 只 能 有 限 长 ,这 就 是 说 ,有 nw 达 co, 使 
M= M,= M,,1= 
N 一 从, 一 入 ii 一 
假定 s€ MNN, 则 有 yE4, 使 z= f(y)， 而 且 户 (o) =0, 所 
0O= (2) = f™”y), YERKerf ”=Na = Ne 1=… = NN, 于 是 
fy) =0, 妇 w=0. 
冉 在 和 4 中 任 取 一 个 &， 则 扬 (@) ER =3a 即 , 有 8DE4, 使 
A 六 (一 "0). 于 是 (0-0))=0, 即 , a—f"(0) EKer r= 
N。 再 注 总 到 户 (6) EM 即 得 (8.5). : 
”由 于 入 Ker 所， 故 当 wEN 时 ， 广 (8) 一 0， 所 以 是 宪 
» O68 


零 的 . 
因为 MM 一 M=f"(A), M= Mr= ff" (A)= f(A) 
(了 ), 故 fm 是 以 的 日 同 构 . 

我 们 还 需要 一 条 引 理 . 

引 理 多 设 4 是 不 可 分 解 模 ,而 且 既 是 一 个 Nother 模 , 又 是 
一 个 Artin 模 , 则 旦 om (4,4) 是 一 个 局 部 环 , 其 中 的 元 素 或 者 是 
4 凶 目 同 构 ,或 者 是 之 零 的 .，. 

证 任 取 fEHom(4,4), 则 对 于 这 个 f, 我 们 可 有 引 理 “中 
的 履 与 N, 使 4=MO@N. 但 4 不 可 分 解 ,所 以 4 或 等 于 MM, 或 
友 于 入， 如 4= 肛 , 则 f 是 自 同 构 ,如 4=NN, 则 f 罕 零 ， 

于 是 , 4 一 Hom(4,4) 只 有 两 种 元 妹 , 一 种 是 可 逆 元 , 田 一 种 
态 短 宕 元 ， 

如 果 JE4 是 寡 零 元 素 , 它 既 不 能 是 单 同 态 又 不 能 是 满 同 态 ， 
所 以 ,对 任何 5€4,f6 不 是 满 同 态 ,6 了 不 是 单 同 态 ， 因 此 f6 与 5f 
部 人 不 是 4 的 可 逆 元 (可 道 元 是 既 单 且 满 的 同 态 .，) 

现在 设 广 与 fs 都 是 4 的 蚂 零 元 系 , 但 户 十 户 却 不 磊 零 ， 故 
为 4 的 可 逆 元 素 ， 因 此 是 4 的 自 同 构 ， 以 6 玫 其 道 同 构 ， 明 
(fi+fs) d= 84 为 4 的 恒 等 目 同 构 . 让 gi= 10, ga = f26, 则 9; 一 
84 一 gs。 上 上 面 已 经 证 明了 ，gi 与 ga 剖 是 究 零 元 ， 设 一 0， 则 
(84 — ga) (84+ gag2+ "+ ge) = 8 (84 十 ga 十 … 十 9 N84 — ga) 
一 54。 这 说 明 gi 一 84 一 ga 有 道 元 素 . 不 可 能 . 

总 之 ， 车 f 短 零 ， 则 5 与 5 也 都 筹 零 . 若 户 与 户 容 堆 ， 
则 访 十 户 也 赛 零 ， 所 以 ,4 中 所 有 的 短 零 元 素 组 成 4 的 一 个 极 大 
理想 J ,不 属 J 的 元 素 都 是 4 的 可 逆 元 。 因 此 4 是 局 部 环 ， 癌 

由 此 得 到 下 列 的 上 roull-Bohmidt 定理 . 

定理 19 设 肝 有 合成 列 ( 即 对 婚 是 Nither 模 ， 又 是 Artin 
模 ), 则 互 可 分 解 成 不 可 分 解 模 的 直 和 , 且 在 同 构 的 范围 内 , 其 分 
解 式 是 唯一 的 . 

证 设 久 有 长 度 n( 即 合成 列 的 长 度 )， 对 wm 归纳. 

nl] 时 ,六 本 款 是 单纯 模 , 改 为 不 可 分 解 模 , 


二 


设 n>>1.。 设 不 可 分 解 成 4 中 B， 则 因 4 与 已 都 蚌 下 的 子 
模 , 所 以 它们 的 长 度 都 小 于 mw. 由 归纳 法 的 假定 ,4 一 4 中 … 中 4 
B= BO@… 包 Bw, 所 以 于 有 分 解 式 

有 一 4 中 中 4 由 及 中 四 应， 

我 们 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . | 
假定 如 王 丰 1 由 入 3s 由 … 四 下 ,一 了 1 中 了 3 中 中 了 
这 里 的 互 ,与 了; 都 不 可 分 解 。 由 引 理 4， 每 一 个 且 ; 都 是 强 不 可 
分 解 的 ， 再 由 和 定理 18, 知 n= 二 mw， 且 重新 排 询 次 序 后 , 有 和 4, 实 8B,, 
vs=1,2,..…,n. 0 


$9 投 射 模 


在 模 论 与 同调 代数 中 , 投射 模 是 最 重要 的 模 之 一 . 
定义 世 设 卫 为 一 个 时 模 如果 对 于 任何 cEHom(P， 
4)， 任 何 满 同 态 YE Hom(B, 4)， 恒 有 同 态 fE Hom (P, 2)， 使 
vf 一 0, 即 ,有 交换 图 
A / 
~ 他 
7 | (9.1) 
B 一 为 4 / 
则 尸 叫做 一 个 投射 模 ， 形 象 化 的 说 法 ， 忆 是 投射 模 当 且 仅 当 在 任 
意 给 定 了 满 同 态 75. 2~>4 以 后 ,任何 o€Hom(P,4) 都 可 以 “ 升 ” 
成 一 个 JE Hom(, B). 
目 由 模 一 定投 射 . 事实 上 ， 若 Fb 是 定义 于 集合 S = {Ss,ea} 上 
的 自由 模 , 则 cEHom(Z 4) 是 由 请 % 的 象 ol(s,) 所 一 意 确 定 的 . 
假定 0 (8,) 一 0 和 4， 任 取 b, EB, 使 5(0,) 二 Qa,( 因 和 是 满 同 态 ， 这 
个 bb 是 存在 的 ,但 不 一 定 唯一 ), 当 wo 一 总 ass, 为 了 中 任意 的 一 个 
元 素 时 ,定义 
f(w) = SoD;,, 
于 是 fEHom(8,B), 而 且 7f=o, 所 以 了 是 投射 模 ， 
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并 不 是 每 一 个 模 都 投射 ， 举 一 个 简单 的 例子 . 让 并 为 整数 环 
Z,m 是 一 个 自然 数 , 则 Z/ (mm) 显然 是 一 个 荆 模 , 这 里 (m) 表 示 由 
m% 所 生成 的 理想 . 在 (9.1TD) 中 ,让 卫 =4=Z/(o，c 为 恒 等 映射 ， 
5 为 日 和 到 ZZ/ 0m) 的 满 同 态 ， 易 知 ， 这 时 找 不 到 来 使 (9.3) 成 
为 交换 图 ， 事实 上 ，Hom (Z/ (m) ,Z) 只 有 一 个 元 素 ， 就 是 零 同 
仿 . 

由 $4 中 的 推论 2 立 得 

定理 人 0 任何 一 个 模 都 是 某 一 个 投射 模 的 同 态 象 , 即 ， 对 任 
何 站 - 模 0, 必 能 找到 一 个 投射 模 了 ,使 有 满 同 态 mx: P 一 0. 

我 们 通 当 称 定理 中 的 了 与 ww 为 O 的 投射 表现 . 

判断 一 个 模 卫 是 否 投 射 可 用 下 面 的 定理 ， 

定理 21 下列 的 三 名 话 等 价 : 

(1) 了 是 投射 模 ; 

(2) 每 一 个 以 P 为 第 三 项 的 短 正 合 列 都 可 裂 


A4— >B_—»P (9.2) 


(3) 有 有 自由 模 了 ,使 ~-P 了 OQ. 
证 (1) 坊 (2) 设 有 短 正 合 列 (9.2), 取 sp 为 了 的 恒 等 自 同 
构 , 则 因 卫 投射 ,有 交换 图 


PP 


-2 (9.8) 


8 7? ,PP 


即 wm=s。， 由 $3 的 定理 6, (9.2) 可 殊 . 
(2) 过 (3) ”由 5 4 中 的 推论 2, 有 自由 模 B 及 满 同 态 和: BP， 
小 4 一 Kermw, 则 得 (9.2)， 由 $3 的 定理 6, 有 PP, 使 B~A4@® 
P' 宇 4@BP=F， 这 个 也 既 与 B 同 构 , 而 B 是 自由 模 , 故 琅 自由 . 
(3) 坟 (了 设 了 了 =PO@OQ 为 自由 模 , 让 ”m: 了 -> 为 杠 入 映射 ， 
TF>Pme 了 了/Q 为 自然 同 态 ， 任 取 c: P 一 4,7: B 一 4, 作 下 图 


as 6090.. 


_P (9.4) 


因 了 了 也 是 投射 模 , 故 有 ,使 zf=ox， 再 取 g=fn, 则 7Y9 一 zj 一 
Oo 一 Isp 一 CC、 故 了 投射 ， 口 

推论 车 有 Q, 使 PGQ= 三 为 投射 模 , 则 卫 为 投 映 模 . 

事实 上 , 设 PO@Q8 一 了 为 自由 模 , 则 PB (QB8&) 一 了 为 目 由 
模 ， 口 ] 

自由 模 虽 一 定投 射 ,但 投射 模 却 未 必 自 由 . 可 举 一 例 . 设 半 是 
两 个 环 尺 与 及 的 直 和 ， 半 一 RS. 环 并 本 身 作为 站 - 模 是 利 由 的 
(定义 于 单元 集合 {1 虹 }》 上 ), 因 此 ,由 定理 21, 作 为 站 模 , 与 9 避 
是 投射 站 模 (R= (RS) R= RR, MS= (ROS)S =H=8), 
但 它们 都 不 可 能 是 自由 电 模 . 因为 大 证 有 一 个 站 - 基 底 {7xeajh， 
则 sr 一 0, 违反 基 砍 的 定义 . 

但 是 ,对 某 些 环 来 说 ,投射 模 却 一 定 自 由 . 见 

定理 如 左 主 理想 环 〈 这 里 指 的 是 每 一 个 左 理 想 都 是 主 理 

想 , 而 且 没 有 零 因 子 ) 上 自由 模 的 非 零 子 模 仍然 目 由 . 

由 于 投射 模 总 是 自由 模 的 直 和 加 项 ,， 故 为 目 由 模 的 本 模 ， 因 
此 ,本 定理 肯定 了 , 左 主 理想 环 上 的 投射 模 一 定 目 由 . 

证 设 氏 为 左 主 理想 环 ,， 了 是 一 个 定义 于 集合 {wwe4} 上 的 日 
由 [~- 模 , 4 为 良 序 集 ， 并 设 工 为 F 的 任 一 子 模 ， 取 了 了 ;为 定义 于 
{way} 上 的 自由 模 ， 而 ZF 是 定义 于 wn<W} 上 的 目 由 模 ， 上 ;= 
五 几 瑟 。 于 是 在 和 < 和 aa 时 ,EECZ Ln 丑 上 .我们 将 用 址 
穷 归 纳 法 来 证 明 以 下 的 两 个 性 质 ，(1) 每 一 个 不 为 0 的 荆 都 是 日 
由 网 ; (2) 可 以 取 环 的 基底 了 ,使 当 和 志和 Na 时 ,了 i, 了, 

设 入 =1, 这 时 五 = 工作 王 ， 如 果 五 天 0, 则 五 中 任 一 元 都 可 
家 成 7%1 的 形状 ,YE 并. 所 有 这 些 y 组 成 外 的 一 个 左 理 想 , 因 而 古 


» 0 。 


主 理想 , 设 为 Nas. 因此 五 是 定义 于 单元 集合 {exw:} 上 的 自由 模 . 
设 和 >1， 且 对 所 有 的 上 <X， 厂 ,都 具有 所 述 的 两 个 性 质 ， 让 
到 = U 如果 有 双关 0， 它 必 是 自由 的 ， 且 有 基底 了 = U 卫 v， 


因 中 的 任 一 元 都 属于 某 一 个 ed 而 二 中 的 任 一 元 都 可 由 YY， 
中 有 限 个 元 素来 线性 表 出 ， 如 果 工 ,一 它 当 然 自 由 。， 如果 上 上 , 守 
车， 则 工 ; 中 人 至少 有 一 个 元 窒 vt EF, UV 一天 0。 所 有 
这 些 7> 添 上 0 组 成 并 的 一 个 左 理想 , 因而 是 主 理想 , 设 为 Ma. 十 
是 L; 中 有 一 个 元 素 yy 一 %, 十 mrw;， 而 和 且 上 上， 中 任何 元 素 % 都 可 豆 
成 9 十 Ba;z; 的 形状 ，BE 半 ， 因此 ,y= (一 Bo + By,. 一 方面 
4 一 Bo EL;CL, 另 一 方面 4 一 6wE 下， 它 必 是 集合 {sg。<x} 中 有 
限 个 元 素 的 线性 组 合 , 因此 属于 菜 一 个 卫 ,, 而 KW<X， 帮 4 一 BE 
LNF,= 革 DL 于 是 工 一 LAy,， 因 而 是 自由 的 , 它 以 了 、U 
{>} 为 其 一 个 基底 . 

因为 工 一 UD, 故 工 是 自由 的 , 它 以 了 一 U 了 为 其 一 个 基 
底 ， 口 

定理 21 启发 我 们 提出 这 样 的 一 个 问题 , 若 每 一 个 P, 者 投射 ， 
和 E A, 4 是 任意 的 集合 ,它们 的 直 和 外 P, 是 否 也 投射 ? 答案 是 肯 
定 的 , 见 

定理 好 P= 中 二 是 投射 模 当 且 仅 当 每 一 个 天 都 是 投射 


模 、 更 广泛 一 点 ， 和 若 对 诸 单 同人 态 ”x PP 一 了 来 说 ， (P, 加) 是 诸 卫 
的 上 积 TIP、 则 三 是 投射 模 当 且 仅 当 每 一 个 P; 部 投射 . 

证 假定 了 是 投射 模 .， 任 取 o=Hom(P,,B) 与 满 同 态 7 
4 一 万 ,我 们 要 求 一 个 由: Pi->4, 使 Tz 一 0. 

由 上 积 的 定义 , 有 唯一 的 $: P 一 B, 使 对 任何 入 E44, 都 有 gm 
一 Ox。 又 因 卫 是 投射 模 ， P—>A4A, t=9, 如 图 


Pa 一 一 
i 
” 7B 一 


一 A 


(9.5) 


ae 11。 


仿 由 二 nm,, 刚 
: Th =Thn; = Hn, = 0,, 
所 以 每 一 个 P; 虱 是 投 剧 模 ， 
芭 过 来 ,假定 每 一 个 P; 都 是 投射 模 ,并且 (9. 咏 中 的 骨 与 部 
已 给 定 ， 取 ox 一 bg 天 一 避风 因 己 是 投射 模 , 有 几 : PP 一 和 44, 使 
Th 二 oi、 因 ( 了 ,m2) 是 诸 PP 的 上 积 , 有 唯一 的 风 ， 使 和 7 一心 ， 故 
TU 人 一 7 一 0 一 由 7 | 0; 一 nm; 的 9 是 唯一 的 , 所 以 
P=T 由 ， 故 了 是 投射 模 . 
当然 会 联想 到 ， 时 各 Lf 是 否 类 似 的 定理 . 可 以 肯定 ， 


若 卫 ==]L[P; 是 投射 模 ， 则 每 一 个 了 ; 也 必 投 射 , 因为 这 时 P= 
(TL PP;. 但 在 4 为 无 穷 集 合 , 每 一 个 P; 都 是 投射 模 时 , 它们 


的 积 ITIP, 却 未 必 是 投 财 的 ， 举 一 个 例 ， 取 世 为 整数 环 ， 把 之 本 
身 看 成 一 个 荆 模 ， 则 它 是 一 个 定义 于 单元 集合 {1} 上 的 自由 模 ， 
因而 是 投射 模 ， 让 闷 为 可 数 无 穷 多 个 也 的 直 积 , 邓 = 了 TJZ, 于 是 
了 也 是 一 个 Z- 模 ， 它 的 每 一 个 元 素 x 都 可 以 下 成 一 个 无 穷 序 列 
{yy Ya…; Yn … 上 } 简 记 成 {7y,} ,YEZ。 我 们 要 证 明 ， 玉 不 是 一 
个 投射 模 . 

用 反 证 法 .假定 邓 是 投射 Z- 模 , 那么 , 由 于 ZZ 是 主 理想 环 ， 
不 必 是 自由 己 - 模 ， 我 们 首先 肯定 互 的 任 一 基底 都 是 不 可 数 
集 ， 一 方面 ,如果 全 是 定义 于 可 数 集 名 ={stsa …sS 上 的 自 
由 模 ,让 且 , 为 定义 于 {si,…,Ss} 上 的 自由 模 , 则 于 = J 和 ,而且 由 


于 每 一 个 也, 都 是 可 数 集 知 且 也 必 可 数 . 但 在 男 一 方面 , 卫 是 Z 
上 所 有 无 穷 序列 的 集合 , 这 个 集合 是 连续 统 , 不 可 能 可 数 . 

任 取 一 个 素数 pz2={1? 小 E 和 叫做 有 2 性 质 , 如 果 对 任何 自 
然 数 mw, 必 有 no 一 no 70) ， 合 当 员 >>o 轩 ， p”|yYs, 到 中 所 有 具有 了 
性 质 的 序列 组 成 下 的 一 个 子 模 4， 对 于 任何 w={7yw} ET， 取 
{2"7 与 之 对 应 ,这 个 {2"7 中 当然 具有 2 性质， 因而 属于 4. 换 言 
之 .这 种 对 应 提供 了 由 了 到 4 的 一 个 单 同 态 , 因而 4 有 一 个 子 模 
与 和 同 构 。 所 以 ,如 果 X 没有 可 数 基底 ,4 也 不 能 有 可 数 基底 ， 
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作 短 正 合 列 
D4 > >A. —» A/pA. 
任 取 a={aw} E44， 作 除法 ow 一 pBs 十 7,,0<<7,<p 一 1， 由 于 {6 
必 属 于 4, 故 m(o) = {a}, 这 里 的 mm 是 mm 在 商 环 Z/(p) 上 的 疝 楚 
象 ， 且 只 能 有 有 限 个 不 为 0( 对 充分 大 的 m%， 必 有 2|on) .换言之 ， 
4A/p4 的 元 素 实 际 上 是 域 Z/(p) 上 的 一 个 无 穷 序 列 ， 但 只 有 有 限 
项 不 为 0 这 就 是 说 , 4/p4 是 Z/(p) 上 的 一 个 线性 空间 , 有 一 个 
基底 为 {eo}， 这 里 的 e 指标 准 单位 向 量 (Se 维 的 )， 其 第 wn 个 分 量 
是 1, 其 余 分 量 都 是 0, 所 以 4/p4 在 Z/ (p) 上 有 可 数 基底 . 

任 了 到 己 上 自由 模 4 的 一 个 基底 {wes}， 我 们 已 知 它 是 不 可 
数 的 ， 设 w() WE 4/p4， 任 取 a= onn€ 4, vw(@) 一 总 a 
EA/p4,amEZ/(p). 如 果 wl@)=0， 则 aEpA4.， 由 于 {ww} 是 4 
的 基底 ,，a Ep4 当 且 仅 当 pjm， 即 m=0。 这 说 明了 ， 不 可 数 集 
{ies} 是 忆 /(p) 上 线性 无 关 的 ， 因 此 Z/ (8) 上 的 线性 空间 4/p4 
又 有 一 个 基底 {局 } 但 不 可 数 ， 这 是 不 可 能 的 . 

由 上 述 矛 盾 得 到 我 们 要 证 的 结论 , 和 不 能 是 投射 模 . 

把 环 % 本 身 看 成 [- 模 , 我们 可 得 投射 模 的 另 一 个 充 要 条 件 . 

定理 24 4- 模 P 卫 是 投射 的 ， 其 充 要 条 件 是 了 有 一 个 子 集 
{prea}, Hom 针 (P, 外 ) 中 一 个 相应 的 子 集 {fxes}, 使 对 每 一 个 pE 
P, {及} 中 只 能 有 有 限 个 户 ,使 及 (p) 关 0, 而 且 

p= fp) ps. / (9.6) 


证 设 卫 是 投射 模 ,而 五 =POQ,F 是 定义 于 {wrea} 上 的 自 
由 模 , 并 设 Ww =— DD -i 0. 

在 Hom(F, 3 中 到 fi 全 所 (wy) 一 二 而 当 和 Rj 时, 下; (wp) 
一 0, 因此, 当中 的 元 素 % 表 成 有 限 和 ,2 一 了 ow 时 , 所 (2) 一 %， 

首先 , 因 卫 是 也 的 子 模 , 所 以 卫 中 的 每 一 个 模 元 素 p 都 可 唯 
一 地 表 成 有 限 个 wx 的 线性 组 合 / , 


n 
' 
2 一 语 Ou ,, 0, 


-3.. 


于 是 
f(D Fo fr (ms)) p00, d= 1,2,.%,n. 
而 且 当 ww 和, Na, Nn 时 , fi (9) =0. 
其 次 , 从 
VD DA 

知之 ougx 一 0\ 因 了 门人 =0) , 故 
DPD=Z om = > of 一 之 fa (DP) Pr, 
必要 性 得 证 . 

现在 假定 定理 的 条 件 是 满足 的 ， 由 等 式 p= f(p) 2x 知 
{ 2Dxe4 是 PrP 的 一 个 生成 系 . 取 未 定量 {weas 使 wv 与 pD, 一 -一 对 
应 ， 让 五 定义 于 集合 {wea} 上 的 自由 横 ， 并 定义 (08x) 一 
2 om2， 则 和 天 E 瑟 om(2 忆 ) 且 为 满 则 态 ， 今 驴 = 有 全 or 7 得 一 个 短 
正 合 列 


这 里 的 7 为 嵌入 映射 ， 我 们 来 证 明 (9.7) 可 裂 . 为 此 ， 对 每 一 个 
六 一 了 户 (D2E 了 , 取 2z 一 乙 六 (oz 此 表达 式 是 有 意义 的 ,因为 
只 能 有 有 限 个 有 (2p) 天 0, 而 z 是 由 2 所 一 意 确定 的 ， 令 由 (2 一 局 
则 
p+p =f pi+p r= Ef p+ fp) ) or, 
=E f(D)otE fp 你 一 由 (2 十 由 (2 

Vap) 一 之 fap) w= 2 of (Pp) w= op (np), 
所 以 WEHom(P,F).， 又 由 

THD = Df Dv) = f(D Pp 
知 mt 一 ap， 故 (9.7) 可 裂 ， 因 此 有 P' 衬 P, 使 f=P'D8 二 POQ, 
故 卫 为 投射 模 ， 口 / 

附注 在 什么 环 上 ,投射 模 的 积 仍然 投射 , 这 个 问题 已 在 1960 

年 解决 , 其 充 要 条 件 是 这 个 环 既 是 左 完全 的 ( 右 主 理想 之 集 满 足 降 
链条 件 ) 又 是 右 凝 聚 的 ( 任 一 个 右 理 想 都 是 有 限 相 关 的 ), 见 Chase 
的 论文 ，Direct Produotg of Modules, Trans. 4. M, S., 97 


+ 和 


(1960) , 个 7 一 473. 

本 节 中 所 提出 的 另 一 个 问题 ， 在 什么 环 上 上 ， 任 何 投射 模 都 月 
由 ， 这 个 问题 是 非常 使 人 感 兴趣 的 .我 们 将 在 第 四 章 以 及 本 书 的 
附录 二 中 看 到 这 样 的 环 的 例子 . 


$10 内 射 模 


内 射 模 与 投射 模 是 一 双 相 互 对 偶 的 概念 ， 将 图 (9.1) 中 所 有 
的 箭头 都 调转 方向 , 并且 满 改 成 单 , 就 得 到 内 射 模 的 定义 . 
定义 也 设 J 为 一 个 时- 模 ， 如 果 对 于 任何 gcEHom(4,v)， 
任何 单 同 态 ”EHom(4,B), 恒 有 TEHom (B,J), 使 m=o， 则 
称 v 为 一 个 内 射 模 , 见 (10. 了 4). 
| 


一 
号 


2 | (10.1) 
B< 了 4 

判定 一 个 半 -~- 模 J 是 个 是 内 射 模 可 以 用 下 列 的 Baer 判别 法. 

定理 区 J 是 内 射 模 ， 其 充 要 条 件 是 , 对 时 的 任 一 左 理想 8 
(看 成 一 个 左 外- 模 ), 任何 gEHom(S,J), 必 有 wEJ，, 使 对 所 有 
的 SES, 恒 有 g(s) =sz. 

证 必要 性 设 J 了 为 内 射 站 - 模 ， 取 (10. 了 DD 中 的 B 为 站 ,4 
为 S,n€EHom(S, [为 杠 入 映射 ,a 为 gy， 则 有 5€Hom (%, 7)， 
使 vm=g， 让 rd) 一 wEV, 则 当 sEBS 时 ， 

gS) = vn (S) 一 TS) = Ts:1) =sr(1) 一 Sw、 

充分 性 ”假定 定理 所 给 的 条 件 是 满足 的 . 任 取 4 与 BB 都 是 
-~- 模 , 任 取 mE€Hom(4,8B) 为 单 同 态 ,我 们 要 证 明 , 对 于 任何 o€ 
Hom(4,J), 一 定 有 7TE€Hom(B, 四 ,使 zn 一 o, 如 图 (10.1)，, 不 
失 普 遍 性 ,我 们 可 以 假定 4 是 B 的 子 模 , 而 wm 是 租 入 映射 

在 B 的 所 有 - 耻 模 中 , 取 这 样 的 子 模 B', 它 需 满足 下 列 的 两 个 
条 件 ; (1) B' 导 4, (2) 有 ff EHom(B',J), 使 fm=o， 以 8 表 所 有 
» TH 。 


这 些 子 模 召 的 集合 。 不 是 空 的 , 例如 4 本身 就 是 中 的 一 个 旋 
素 , 因 为 ag= 一 5 如果 BiEGBs 都 是 9 的 元 素 , 它 们 相应 的 同 态 为 
及 与 fa,f1m= fan=0, 并 且 当 bE B; 时 , 玉 (60) 一 fa(6b)， 则 说 Bi 
Ba. 于 是 ,2 中 的 元 素 可 按 生来 排序 ,使 之 成 为 一 个 拟 有 序 集 . 若 
(B,} 为 9 中 的 任 一 个 升 链 , 令 0 一 LB,, 则 当 o€0'， 必 有 B。 合 


cE€ Bi, 这 堵 ,我 们 定义 如 (6) = 二 fu(c)。 这 个 定义 是 良好 的 , 因而 若 
0 又 是 及 的 元 素 ， 而 Br 和 DB ， 则 必 有 f(t) 一 廊 (o 、 易 知 产 和 
Hom (0',J), 而 且 Wm~0, 因为 对 所 有 的 都 有 fm 一 go， 这 个 0 
当然 二 4, 所 以 CEQ@、 于 是 ,由 2Zorn 引 理 , Q 中 有 一 个 极 太 的 元 
系 0, 设 相应 的 同 态 为 h,h7=o.、 

我 们 要 证 明 O= 娟 ， 如 果 这 名 话 得 到 证 实 ,我 们 的 问题 就 解决 
了 ,因为 这 个 疡 吏 是 我 们 要 求 的 7. 

用 反 证 法 . 假定 孔 关 CO 则 如 有 一 个 元 素 5 不 属于 0. 令 D= 
Ot+Ao, S={sEAILEO}. 易 知 DD 是 B 的 子 模 ， 包含 CO 但 不 等 
于 而 是 站 的 一 个 左 理 想 , 当 sEA 时 ,定义 g(8) 一 hh (sb) EY,， 
于 是 

g (aasl 十 aass) 一 请 ((aasi 十 oass)D) ,ou ENA,sS ENSN, 
= h (i810 + asab) : 
= oh (sb) + cah (sb) 
~ 019 (81) 十 oa9 (Sa). 
所以 g€ Hom(S,J), 故 由 定理 所 给 的 条 件 ， 有 wEJ， 使 9(s) = 
5w、 现 在 当 6 十 ob ED 时 ,定义 
pctob) =h(c) Tar ET. 
这 个 史 是 一 意 的 , 因为 各 6 十 ap 一 0 十 ab 则 6 一 0 == (0 一 @)5EO, 
放 wa 一 xxERN， 所 以 (o 一 的 2 一 go 一 ao 一 天 ((a -0o)b) =h(c—o’), 
妈 ， 中 十 ab) = he) +ar=h(o) +ow=g (0 +oad). 易 证 和 E 
Hom(D,J), 冤 gn 一 a, 这 说 明 DEL,O 不 能 极 大 ,得 出 矛盾 ， 口 
Baer 判别 法 有 另外 一 种 形式 , 见 
定理 蝎 ” 汇 - 模 vV 是 内 射 模 的 充 要 条 件 是 ,对 中 的 任何 左 理 
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想 8, 任何 g9EHom(S,.7) 都 可 开拓 成 ,FE Hom(%， 了 ,使 当 sES 
时 ,9(s) = fs) .这 就 是 说 ， 在 判定 了 是 否 内 射 时 ， 不 需要 考 处 
(10.1) 中 的 一 般 的 4 与 B, 只 要 让 B= 并 , .4 为 中 的 任 一 左 理想 职 
行 了 . 

定理 25 一 定理 35' .9(s) =sw 可 以 开拓 成 fo) 一 aw，a EA， 
cEYJ. 

定理 25' 沪 定理 25， 给 定 gE Hom(S,J), 则 由 所 给 的 条 件 ,g 
可 以 开拓 成 EHom 9, J). 设 f(1) 一 w EV, 则 ff(0) =af(1)= 
ax， 因 此 当 sES 时 ,g(s)=f(s)=sw. 口 

定理 20 肯定 了 , 对 于 任何 模 Q, 必 有 一 个 投射 模 卫 , 使 有 满 同 
态 mw: P-»0C， 与 此 相对 偶 的 是 / 

定理 26 对 于 任何 站 - 模 O， 必 有 一 个 内 射 模 J 使 有 单 同 态 
m7: 0>>J ， 如 果 认 定 Im” 就 是 O, 那么 , 本 定理 的 意思 是 , 任何 O 
都 可 以 嵌入 到 一 个 内 射 模 中 , 这 个 内 射 模 称 为 C 的 一 个 内 射 扩 模 ， 

虽然 投射 模 与 内 射 模 的 定义 可 适用 于 任何 范畴 人 (应 改 成 投 
射 对 象 与 内 射 对 象 , (9.1) 与 (10. 中 的 同 态 部 改 成 态 射 ), 耐 且 古 
对 偶 的 。 由 定理 20 与 26 所 表达 的 命题 也 是 对 偶 的 ， 但 是 我 们 并 
不 能 用 对 偶 原 则 来 从 定理 20 得 到 定理 26， 必 须 重新 证 明 . 其 原 
因 是 ,在 证 明定 理 20 时 ,我 们 用 到 了 模范 畴 的 具体 定义 ,o: 4 一 B 
是 由 4 到 B 的 一 个 模 同 态 ， 此 证 明 对 于 道 范畴 QIM) ?无 效 . 所 以 
对 偶 原 则 对 定理 20 是 不 能 引用 的 . 

为 了 证 明定 理 26, 我 们 需要 可 除 群 的 概念 和 理论 . 

定义 13 ”加 法 交换 群 G 叫做 可 除 的 , 如 果 对 任何 wEG, 任何 
整数 % 大 0, 必 有 YEGQG( 不 一 定 唯一 ), 使 ny 一 w. 可 除 群 也 称 可 除 
Z 模 (注意 ,AG 就 是 ZM). 

引 理 1 @G# 是 内 射 工 模 当 且 仅 当 它 是 可 除 群 

证 设 G 是 内 射 荆 模 ， 任 取 0znEZ， 让 入 = (为 之 中 由 
n 所 生成 的 主 理想 ， 对 于 wEG 定 义 

o. N—0, 


mn 2my, 


与 7 N—Z, 
mn >mn EE, 


于 是 , 因 介 是 内 射 Z 模 ,7 是 单 同 态 , 有 FE Hom(Z,G) ,使 记 = 
0o. 设 fD)=y, 则 ny=nf(D) = 了 O00)=fn(n) =0 (RD) 一 2 了 履 G 可 
除 . 

反 过 来 , 设 9 可 除 , 任 取 世 的 理想 六 = (nw), mn 关 0, 并 设 g 为 
Homxz(N,G) 中 任 一 元 素 ， 若 g (Ww) 一 wz EG, 则 四 CC 可 除 , 有 YE 
G, 使 ny=x， 定 义 fm)=my€EG, mEZ,， 则 ffEHom(Z,0. 
fm 一 mny 一 mz 一 Mg(n) 二 9g(mm)。 所 以 由 定理 25',G 是 内 寻 
Z- 模 . 口 

引 理 2 任何 交换 群 都 可 代入 到 一 个 可 除 群 中 . 

证 ” 先 假定 G 是 一 个 定义 于 集合 {ves} 上 的 自由 2- 模 ， 以 
情 表 有 理 数 域 ,让 五 为 定义 于 {wxes} 上 的 自由 BR- 模 ， 及 显然 是 ， 
一 个 可 除 之 模 ,而 G 是 其 子 群 . 

现在 设 G 是 一 个 任意 的 加 法 交换 群 ， 把 它 看 成 一 个 Z- 模 , 取 
一 个 自由 2Z~ 模 也, 使 @ 为 其 同 态 象 ,得 一 个 短 正 合 列 

N» ->F-—» G, : 
这 里 ,六 一 Kerm, 而 GF/N, 把 耻 肯 入 到 一 个 可 除 群 五 中 , 则 
G 是 器 /NN 的 一 个 子 群 注意 ,可 除 群 的 商 群 也 是 可 除 的 .， 口 

设 及 为 一 个 交换 环 ，L 既是 一 个 环 , 又 是 一 个 及- 模 ,而 县 当 
人生 oa EL NH, fo) (ro) = (rr (Com), MO 气 叫 做 一 个 有 B 上 
的 代数 ,也 称 召 - 环 或 BB- 代数 .由 于 ra==(rlz)a, 所 以 并 的 理想 首 
先是 所 的 子 代数 .对 于 任意 的 环 史 , 任意 的 交换 环 RR， 以 OU) 卖 
示 针 的 中 心 (YEOG@QD 当 目 仅 当 7€E 氏 ,而 且 对 任何 aE 并 ,全 有 Ya 
0y), 那么 ,任何 环 同 态 此 R>0( 针 ) 就 可 以 把 并 变 成 一 个 R- 代 
数 , 因为 可 令 9a 一 由 人 r)a. 

假定 六 是 一 个 代数 ,G9 是 一 个 BR- 模 , 把 虹 仅 看 成 一 个 BR- 
模 , 则 得 同 态 群 Homa(3, G) 。 当 oo EAM, fi, fo €E Homa(%, G9) 
时 , 定义 
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(af) (a)= fla'o) EG, 
则 afEHom 人 9,G) ,而且 


(+a) (f+ fo) = DP af, 


(oaoa) f (oe ) 一 了 aoaaa) = (os f) (a oa) 
= (0 maf) ) (C0), 
所 以 Homz( 半 ,GG) 是 一 个 多- 模 我们 有 
引 理 3 车 GG 是 内 射 - 模 ， 并 是 B 代 数 , 则 Homx( 半 , 四 是 
一 个 内 射 并 - 模 , 
证 任 取 有 为 中 的 左 理 想 ,fE Homa(S, Homg(¥,0)),n: S 
玉 半 为 髓 入 映射 ， 我 们 要 求 得 一 个 g€ Homs (并 ,Homa (并 ,G9))， 
使 gm=f, 即 ,下 图 可 交换 
AHom (Yl, G) 
7 | (10.2) 
We -8 
任 取 sES， 由 定义 f(s) EHom (91,G), 所 以 f(s) (1g) 一 ,EE 
9. 令 9(s) 一 as， 则 9 是 由 5 到 GG 的 一 个 映射 由 于 9(79) 一 
f (rs) (lo) = (f(s)) (a) = 68) rly)=7(f (8) (lnD) 一 ra 一 "由 (s)， 
所 以 bE Homa(S, 0. 
因 G 是 内 射 严 - 模 , 故 有 淡 % 一 >G, 使 下 图 可 交换 
< >— > 和 
,< (10.3) 
从 2 » 
令 g(o) =opE Hom GD , 则 gs) 一 IC =ey, 而 有 (g7 (8)) (0) 
一 sy) (a) = (as)= pas)=f (0) (La) 一 (as)) tar) = f(s) (0). 
所 以 gn(9) 一 FSs), 即 927 一方 故 豆 om( 是 GD 为 内 射 站- 模 ， 口 
现在 来 证 明定 理 26. 
把 六 与 O 都 看 成 区 - 模 . 当 oEO 时 ,定义 六 (ao) 一 xcEGO， 再 
让 94o) 一 上 Goinz ,0)。 可 证 gEHoms(0O,Hom( 针 ,0)). 事 
实 上 
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9g(e 十 co (al) 一 让 oa) 一 ac(ce 二 6) 一 200 十 aC/ 
一 上 (mg 二 ja) 一 go 十 god。 
即 ,9(e 十 c) 一 9(o) 十 9(c)， 再 者 
g (oe) (0) 一 (oo = ac= 六 (ao) 
= (afo) (ay) ~ (ag (ce)) (0), 
所 以 g(ac) 一 ag(c). 这 个 g 显然 是 单 同 态 ， 因 为 奉 9(c) =g (0c)， 
则 fo= fo, 因 而 c=fo (1 =fo (la) 一 
把 交换 群 O 嵌入 到 一 个 可 除 群 (因而 大 内 射 Z- 模 )D 中 , 则 每 
一 个 TE€ Homz QI, OO 都 对 应 一 个 7,7 E Homz (UL 六 )， 这 里 7 是 


嵌入 映射 ,如 图 
pa oa 


最 后 定义 映射 7，Homz (1, O) 一 Homz (91,DD) 使 969) 一 az， 
易 知 ?了 是 (时 - 模 的 ) 模 同 态 , 而 且 是 单 同 态 ， 于 是 有 | 
0 > > Homz (A,O) > 一 > Homz (% , D), 
注意 , Homz (31, D) 是 内 射 并 - 模 , 79 是 单 同 态 , 即 得 定理 ， 口 
定理 吕 ”对 于 中- 模 了 下列 的 三 名 话 等 价 ， 
(D 了 工 是 内 射 模 四 
(2) 任何 以 工 为 第 一 项 的 短 正 合 列 


都 可 裂 ， 1 A 一 > (10.5) 


(8) 有 内 射 模 工 ,使 T= 了 I. 
证 (一 (2) 设 有 (10.5), 作 图 


| ~ | (10 .6) 


则 有 5 使 fn= 81. 
(2) 过 (3) 将 工 如 入 到 一 个 内 射 模 I' 内 得 T= 了 五， 


e B80 。 


(8) 坟 (1) 设 I=I@T; 为 内 射 模 ， 仿 照 定理 21 的 证 法 , 作 
图 


py (10.7) 


因 了 7 内 射 , 得 rz, 再 让 7 一 rz, 即 得 交换 图 ， 口 

与 定理 23 相对 偶 , 只 要 将 图 (9. 世 中 所 有 的 箭头 都 调转 方 癌 ， 
满 改 成 单 , 就 可 证 明 

定理 总 T= 1 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 每 一 个 2 都 是 内 射 


的 、 | 
内 射 模 的 直 和 当然 未 必 内 射 ， 我 们 将 在 第 四 章 8$ 12 中 证 明 一 
个 充 要 条 件 . 
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我 们 提出 这 样 的 一 个 问题 , 给 定 一 个 小 模 4w*0, 在 其 所 有 的 
内 射 扩 模 中 , 能 否 找到 一 个 最 小 的 内 射 模 召 ? 这 个 召 将 叫做 4 的 
内 射 包 、 这 就 是 说 , 车 吾 是 4 的 内 射 包 , 则 其 任何 一 个 非 平凡 的 
内 射 子 模 都 不 能 包含 4， 问题 是 , 4 的 内 射 包 是 否 存在 ? 若 存在 ， 
能 有 几 个 ? z 

为 了 回答 所 提出 的 问题 , 我们 引进 本 性 扩 模 的 概念 ， 设 B 刁 
4, 若 B 的 任 一 非 零 子 模 Bo 与 4 的 交 Ben4 都 不 是 0， 则 如 叫 
做 4 的 一 个 本 性 扩 模 ， 和 4 自己 当然 是 4 的 本 性 扩 模 ， 但 这 是 平 
凡 的 ， 所 有 有 理 数 所 组 成 的 加 法 群 显然 是 整数 群 (都 是 模 ) 的 本 
性 扩 模 、 若 B=4Q@O, 而 0¥*0, 则 B 不 能 是 4 的 本 性 扩 模 ， 因 
为 ,例如 ,ON 4=0. 

关于 本 性 扩 模 的 充 要 条 件 , 我 们 有 

引 理 1 设 B 二 4, 则 B 是 4 的 本 性 扩 模 , 其 充 要 条 件 是 , 对 
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任何 0 关 6E B, 必 有 aE3, 使 0 和 obE 44. z 

必要 性 是 明显 的 , 因为 颂 环 子 模 六 b 与 4 的 交 不 为 0. 

充分 性 也 是 明显 的 ， 任 取 BoCB,， 在 Bo 中 和 许 取 02 关 0， 则 央 
0xaxpE4 故 .DBonh4x 关 0 口 

下 列 的 引 理 2 又 给 出 了 内 射 模 的 一 个 充 要 条 件 . 

引 理 2 4 是 内 射 模 ， 其 充 要 条 件 是 4 没有 非 平凡 的 本 性 扩 

证 设 委 是 内 射 模 ,而 B 是 4 的 任 一 个 非 平 凡 扩 模 , 则 因 短 
正 合 列 

A4>->B—» CU=B,4 
可 裂 , 知 B 衬 4Q@0, 这 时 8B 不 能 是 4 的 本 性 扩 模 . 

反 过 来 ， 假 定 44 没 有 非 平 凡 的 本 性 扩 模 ， 取 五 为 4 的 尾 一 
个 内 瑞 扩 模 . 因 召 不 是 4 的 本 性 扩 模 , 故 有 BoCEB, 使 Bo 站 44 
0 由 Zorn 引 理 ， 存 在 一 个 极 大 的 子 模 0OCEB, 使 On4=0， 令 
= 4QO， 我 们 肯 年 召 =M 必 .为 了 证 明 , 我 们 任 取 eEB, 但 e€ 
0O, 则 由 O 的 极 大 性 , le 十 0) 站 4 关 0, 有 0 到 ae 十 cE A4， 这 说 明 ， 
对 召 /O 中 任 一 个 元 素 [ej 关 0 必 有 aE1, 使 alej] EA4Q@O/O. 由 
引 理 1, 召 /O 是 4 中 CV/G 的 一 个 本 性 扩 模 ， 由 于 4QO/O 与 4 同 
构 , 而 由 引 理 记 给 的 条 件 ,4 没有 非 平 凡 的 本 性 扩 模 , 所 以 /0 == 
A@O/O, 因而 召 =4GC， 由 定理 37, 4 是 内 射 模 ， 局 

现在 我 们 证 是 

定理 加 直列 的 三 名 话 等 价 . 

五 是 4 的 一 个 极 大 的 本 性 扩 模 ， 即 ， 妆 MM 汪 玉 也 是 填 
的 本 性 扩 模 时 , 必 有 型 一 已 ; 

(2) 恕 既是 4 的 一 个 本 性 扩 模 ,又 是 一 个 内 射 模 ; 

(3) 如 是 4 的 一 个 最 小 的 内 射 扩 模 ， 即 ， 当 至 二 刀 o4 而 
oo 也 内 射 时 ,必定 B= Bo. 

证 在 4 本 身 是 内 射 模 时 ， 满 足 任 一 条 件 的 卫 必然 就 是 本 
自己 ， 所 以 我 们 假定 4 不 是 内 射 模 . 

(上 之 (2) 车 戏 是 号 的 一 个 本 性 扩 模 ， 它 必然 是 4 的 一 个 
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本 性 护 模 ,因为 0 (CNMon En4CMNon4， 所 以 , 当 恕 是 轨 摇 
一 个 极 大 的 本 性 扩 模 时 , 瑟 不 可 能 有 非 平凡 的 本 性 扩 模 ， 由 引 理 
2, 刀 是 内 射 模 . 

(3) 全 (3) 车 召 二 Bo 汪 4, 且 Bo 内 射 , 则 由 引 理 2, 如 不 可 
能 以 如 为 其 非 平凡 的 本 性 扩 模 ， 但 这 时 , 召 确实 是 ,的 本 性 扩 
模 ， 因 为 对 如 的 任 一 子 模 瓦 ;， 必 有 0 尖 丽 :人 4GBan Bo 故 轧 = 
Bo. 

(3) 过 (1) 取 {} 为 召 中 4 的 所 有 本 性 扩 模 的 集合 ， 这 个 
集合 不 是 空 的 , 例如 4 本 身 就 是 其 中 之 一 ， 在 {ZH} 中 任 取 一 个 
升 链 {加 ,}, 让 如 = UB,. 于 是 加 避 .车 对 为 吾 ' 的 任 一 非 堆 
子 模 , 则 MNA=((UB)NMNA=U (ENM NA=U (EB, 
NM) n4) 关 0, 所 以 ' 也 是 诸 ,之 一 ， 因 此 { 召 ,} 中 有 一 个 极 
大 的 元 素 , 设 为 历 ， 我 们 来 证 明 , 五 是 内 射 模 。 如 若 不 然 , 由 引 理 
2, 事 必 有 一 个 非 平凡 的 本 性 扩 模 六 ， 以 说 盏 > 如, mo， 思 ->N 均 
表 舱 入 映射 , 则 因 如 是 内 射 模 , 必 有 交换 图 

~、 

| A (41.1) 

E>N 
由 于 Kero 作 A~0( 否 则 ”i 不 能 是 单 同 态 )， 所 以 Kero 等 于 0 
( 因 访 是 证 的 本 性 扩 模 ), o 是 单 同 态 ， 当 eE 百 时 ，e 一 位 (e) 一 
cya (6) , 故 Im o 五 ,而 若 EN, zE 互 o (w) 不 能 属于 Immz.。 因 
此 Im 一 互 , 且 为 豆 的 本 性 扩 模 , 因而 是 4 的 本 性 扩 模 ， 这 违反 
了 互 的 极 大 性 ， 所 以 豆 是 内 射 模 . 再 由 如 的 极 小 性 知 瓦 一 忆 , 因 
而 妃 是 4 的 本 性 扩 模 . | 

车 有 MH 避 二 4 也 是 4 的 本 性 扩 模 , 那么 , 履 也 必 是 如 的 本 
性 扩 模 但 召 没 有 非 平凡 的 本 性 扩 模 , 所 以 MM 一 卫 , 因而 恕 是 4 
的 一 个 极 大 的 本 性 扩 模 ， 口 

这 条 定理 肯定 了 , 车 4 有 内 射 包 召 , 则 五 必然 既是 一 个 内 射 
模 , 又 是 4 的 一 个 本 性 扩 模 .上 述 定理 的 证 明 中 提供 了 内 射 包 的 
存在 性 . 


定理 30 .4 的 任何 内 射 扩 模 工 必 有 一 个 子 模 吾 为 4 的 内 出 
包 . 

证 在 工 的 所 有 子 模 中 存在 一 个 妃 为 4 的 极 大 的 本 性 扩 模 
( 见 定 理 29 的 证 明之 最 后 一 部 分 ), 它 必 是 4 的 最 小 的 内 射 扩 模 ， 
因而 是 4 的 内 射 包 ， 口 

推论 工 4 的 两 个 内 射 包 必 同 构 。 换 言 之 , 在 同 构 的 范围 内 ， 
4 只 有 一 个 内 射 包 . 

如 果 环 与 如 都 是 4 的 内 和 齐 包 , 则 有 交换 图 


4 王 一 一 一 > 5 


| , 一 (411 2) 
A 


> 好 


ss 
这 里 mm 与 m4 都 是 氛 入 有 映射。 从 Kero 站 40 和 道 Kero 一 0, 帮 
0 为 单 同 态 , 因而 Im o 也 是 内 射 模 旦 宇 4, 但 肋 是 4 的 一 个 最 
小 的 内 射 扩 模 , 故 Inc 一刀 。 既 单 遇 满 必 是 同 构 ， 口 
推论 2 如 是 4 的 内 射 包 当 且 仅 当 (D 召 是 4 的 内 射 扩 模 ; 
(2) 对 于 筷 的 任 一 个 内 射 扩 模 工 完成 下 列 交换 图 的 o 必 是 单 同 态 . 


9, 
A——————> E 


1 

事实 上 , 因 了 内 射 , 故 o 存在， 由 于 如是 4 的 本 性 扩 模 ,其 任 
-- 非 零 子 模 刀 与 4 的 交 了 3n4#0. 车 o 不 是 单 同 态 ， 则 0* 
Ker o ,但 这 时 Kero 与 4 的 交 却 必 等 于 0. 

反 过 来 , 取 工 为 4 的 内 射 包 , 则 因 Imo 与 如 同 构 , 政 Jmo 
也 是 4 的 内 射 扩 模 . 由 于 了 最 小 ,所 以 Imo ~ 了 , 即 ,o 是 满 同 态 . 
既 单 旦 满 必 是 同 构 ， 口 

本 节 开 头 所 提 的 问题 已 经 解决 

与 内 射 包 的 概念 相对 侦 的 是 投射 盖 . 

定义 14 投射 模 忆 叫做 4 的 一 个 投射 盖 ， 如 果 有 满 同 态 


a 8 和 44. S$. 


rm: PA4, 使 对 任何 投射 模 Q@ 与 满 同 态 wr': Q->4, 完成 下 列 交换 图 


的 o 一定 是 满 同 态 ， 
0 . . 
dl | (11.4) 
p — 4 4 

我 们 看 到 ,定义 14 中 的 条 件 与 推论 2 中 的 两 个 条 件 恰好 是 对 
偶 的 (比较 图 (1.3) 与 1. 你 )， 但 是 , 我 们 对 于 内 射 包 所 证 明 的 
定理 是 专 对 模范 畴 而 言 的 , 对 其 他 范畴 并 不 适用 ， 所 以 对 上 面 已 
证 的 关于 内 射 包 的 定理 不 能 用 对 偶 原 则 . 

现在 证 明 

定理 31 ”投射 模 卫 与 满 同 态 xw，P-»4 为 4 的 投射 盖 ， 其 充 
要 条 件 是 对 卫 的 任 一 个 非 平凡 子 模 P',，w 在 P 上 的 限制 一 定 不 
能 是 满 同 态 

注意 ,以 办 >P 表 做 入 映射 那么 , wm 在 P' 上 的 限制 wp 
事实 上 等 本 om, 卫 一 4. 

证 “假定 (P,m) 是 4 的 投射 盖 , P'CP， 而 my 是 满 同 态 ， 屠 
么 ,在 ( 霸 .4 和 中 换 卫 为 P', rw 为 wm， 则 得 一 个 c: Q->P'. 但 这 个 
0 也 可 看 成 由 @ 到 卫 的 模 同 态 ， 这 时 0 不 是 满 的 ， 矛盾 . 

假定 在 任何 P'CP 上 的 限制 都 不 是 满 的 ， 那么 ,完成 交换 
图 (1. 少 的 ao 必然 是 满 同 态 ， 否 则 , 车 Imo=P'CP, 从 ma 一 
为 满 同 态 知道 在 P' 上 的 限制 是 满 的 ， 口 

推论 3 了 与 P->4 为 4 的 投射 盖 ， 当 且 仅 当 到 er 十 
MP 时 ,必用 =P. / 

”证 必要 性 车 了 用 是 也 的 一 个 非 平凡 子 模 , 那么 , 由 Kerw 
+ 用 =P 卫 知 w 在 履 上 的 限制 是 满 司 态 , 这 时 由 定理 31，(P, wm) 不 
能 是 4 的 投射 盖 . 

反 过 来 , 如 果 ( 卫 ， 已 不 是 4 的 投射 入， 那么 , 必 有 @ 与 7 
4 一 4， 使 ( 蔚 . 和 中 的 5 不 是 满 同 态 ， 即 ，Im ac 一 人 CPP。 但 这 时 
Kerm--M 一 忆 , 违 反 所 给 的 条 件 ， 口 

推论 和 若 4 有 投射 盖 ， 则 在 同 构 的 范围 内 ， 它 只 有 一 个 投 
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射 盖 ， 

证 ”假定 (二 .多 中 的 (P, xm) 与 (@, wm ) 都 是 4 的 投射 盖 ， 则 因 
0; Q->P 是 满 同 态 , 有 单 同 态 F, 了 PQ, 使 om 一 ap. 如 年 Imm 一 也 CC 
YQ, 则 ow 在 8B 上 的 限制 必 是 满 的 ,这 时 由 定理 31, (8,wT) 个 能 是 投 
射 善 ， 口 

下面 所 证 明 的 定理 与 推论 都 没有 保证 投射 盖 的 存在 性 ， 事 实 
上 上, 与 内 射 包 的 情况 不 同 , 役 射 盖 并 不 是 普遍 存在 的 ， 由 此 也 可 看 
出 , 正确 命题 的 对 偶 命 题 未 必 正 确 ， 见 下 而 的 命题 . 

命题 ”整数 环 Z 上 的 模 4 有 投射 盖 , 当 且 仅 当 它 是 自由 模 . 

证 奉 妇 是 自由 模 , 它 的 投射 盖 当 然 就 是 它 上 自己 . 

设 4 有 投射 盖 (P,w), 因 了 是 投射 模 ,由 定理 22, 卫 必 是 自由 
模 ,而 且 由 于 Ker 是 了 的 子 模 , 若 Kermw 关 0, 它 也 是 自由 的 ， 

取 卫 的 一 个 基底 为 {zesa}. 这 些 基 元 素 2 可 分 成 二 类 ,第 一 
类 是 那些 属于 天 erm 的 vw, 这 一 类 的 元 素 改 了 瑟 成 第 二 类 是 那些 
2x， 使 由 ww 生成 的 循环 模 Lr 5S Kerw 的 交 为 0, 即 Co 有 有 er 
一 0, 这 一 类 的 元 素 改 写成 儿 不 属于 上 属 两 类 的 w 为 第 三 类 ,改写 
成 w。 注意 ,一 个 zz 是 一 个 ww 的 条 件 是 , 它 本 身 不 属于 Kermw, 但 
却 有 一 个 整数 mn 二 1, 使 nw; EKerm.， 让 a 为 满足 这 个 条 件 的 最 小 
的 正 整 数 ， 装 Zarv 叶 Kermw， 取 B41 与 a 互 素 , 得 和 20 一 和 ac20 十 
ZBw. 因为 P=3Zut+ DZvt+ 3 Zowt ZBw= 5 Zut Zo 


世 


了 Zuo 十 世 ZBuw = 有 er 十 之 Zo 十 ZBw， 由 定理 31 的 推论 3， 
ZZv+ 之 ZBw 一 P, 卫 由 % 与 Bw 所 生成 . 但 任何 一 个 ww 都 不 能 是 
2 与 Bw 的 线性 组 合 ， 所 以 ww 实际 上 是 个 存在 的 ， 因 此 忆 是 定义 
于 ws 上 的 自由 模 , 于 是 Kerm 一 0,w 为 单 同 态 ， 所 以 4sP，4 是 
自由 模 . : 

附注 可 以 证 明 ， 每 一 个 左 中 - 模 都 有 投射 盖 ， 其 充 要 条 件 是 
外 的 右 主 理想 之 集 满 足 极 小 条 件 、 抑 Anderson-Tua' Jer，Rings 
and Categories of Modules, Springer-Verlag (1974), 第 4135 
页 ， : 

。 8. 
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$ 12 对 偶 模 与 自 反 模 


设 于 为 左 站 - 模 , 把 并 本 身 也 看 成 一 个 左 站- 模 , 当 a €E31,wE€ 
,fCEHomzg( 计 ,站 ) 时 ,定义 
(fa) (2) = f (2)aEY, / (12.1) 
则 (fw (w+w) = f(s+r ) a= (f (2) + f 0)) 0 
z = (fo) (2) + (fo) (w'), 
(fo (8) = f(r) a f (va=o (fa) (w), 
所 以 fa€E€ Hom (了 ,六 )， 再 考 , 当 a 一 a 十 aa, a 一 adas 时 ， 
(fo) (2) = f (2) = fw) (oa 十 oa) 
= fv) of (w) oo 
= (fa (2) 十 (fan) (w) 
| 一 (fas + feo) (2), 
(fe) (2) = f (82) oi0a = (far) (0) os 
= ((fa) os) (9) ， 
故 oa + os) = fo faa, faira = (foo) ma， 因 而 Hom ( 么 ， A) 
是 一 个 右 9- 模 ， 这 个 右 氏 模 Hom( 邓 , 吕 ) 将 叫做 开 的 对 侦 模 ， 


也 称 共 轰 模 , 记 之 以 卫 ", 类 似 地 ,车 了 是 右 时- 模 , 则 其 对 偶 模 也 。 


是 一 个 左 外- 模 . 因此 ,在 互 是 一 个 左 多- 模 时 ,其 对 偶 模 并 "的 对 
偶 模 工 ” 也 是 一 个 左 多 - 模 . 
任 取 wE 民 ,对 于 FE 允 " 一 Hom (了 90 定义 
和 (有 力 一 矿 w) EA, .3 
则 vw (f+ = (f+9) (2) =f(%) 十 9 (2) 
=w"(f to" (g), 
v (fo)= (fo Go) =f (a= (fa, 
所 以 ,zw” 是 右 风 - 模 开 ” 到 % (看 成 一 个 右 氏 - 模 ) 的 一 个 模 同 态 , 即 ， 
vw”“CHom(X*,) = 于" ， 这 里 Homt 卫 *, 外 ) 是 指 右 外- 模 的 同 态 
群 ， 又 当 w,yE 了 及 ,a EE, FE 时 ， 
十) (太一 了 TO 一 Fo) + 9) 


9 $1 9? 


一 和 ( 力 十 0”( 力 
= (w+y") (月 ， 
(ao) (f) = fa) 一 ae) 一 ao (ff), 
所 以 (十 急 生 一 2 十 久 7” (oo 一 aoV”“， 令 Ho 一 2 ， 则 用 GE 
Homsr (所 ,及 ). 这 个 人 或 记 成 wx) 吧 做 到 的 自然 映射 . 

定义 15 车 kx 是 同 构 , 则 了 叫做 自 反 模 ， 若 为 单间 态 , 则 
玉 叫 做 半 自 反 模 . 

半 自 反 模 有 时 也 叫做 缺 挠 模 (torsionless module) , 但 这 将 与 
群 论 中 的 无 挠 群 (torsionfree) 相 混 ， 它 们 也 确 有 些 关 系 ， 例如 ， 
一 个 交换 群 子 在 看 成 为 一 个 也 模 时 , 车 为 半 自 反 的 , 它 一 定 是 无 
找 的 . 事实 上 ,如 果 zEX, 但 nz=0, 则 对 任何 g€Hom( 了 ,人 Z)， 
必 有 0=g(0) = 二 gmw) =mg(w) , 因而 g(w) 一 0， 所 以 w**(g) =g(%) 
一 0, 即 ,z 一 0。 这 说 明 , 不 能 是 单 同 态 ， 反 之 不 确 ,无 找 群 在 看 
成 乙 模 时 , 不 一 定 是 半 自 反 的 . 举 一 个 例 , 以 肚 表 所 有 有 理 数 的 
加 法 群 , 它 是 无 挠 的 ， 任 取 gE€Hom (了 了,Z), 若 gQd) 一 m 关 0， 则 
对 任何 整数 Pp 大 0, 必 有 m= 一 g (1) 一 gl( le) 于 是 p 为 
m 的 因子 、 这 当然 是 不 可 能 的 , 所 以 g(1) 一 0, 因而 1™ (9) =g(l) 
一 0,1~“=0.， 自然 映射 义 不 是 单 的 . : 

取 和 4 与 BB 都 是 外- 模 , oE€Hom(4,B). 如 (12. 3) 的 左 图 所 
示 ，c 将 引出 一 个 o*EHom(B*, 4*)， 合 当 g€B*-Hom(B, %) 
时 ， 和 (9) =go € Hom(4, 并) 一 4*， 再 由 (12.3) 的 右 图 所 示 , 每 - 
个 o* EHom(B*, 4") 将 引出 一 个 o“EHom(4”*,B*”), 使 当 广 EC 
4 一 Hom(4” 好) 了 时， of. : 

o 1 一 > 


A 


gp 站 
/oa 
jC 1 四 


象 这 样 ， 每 一 个 o€ Hom(4， 站 下 对 应 一 个 且 公 一 个 和 E 
Hom (A™, B™). | 


i 8 。 


我 们 有 
定理 32 (1) 下 图 可 交换 


~ _> 5 
| | | (2.4 
fe pee | 

(2) 以 (x*) 表 示 4 与 4” 的 对 应 ， 同时 又 表示 o 与 o” 的 对 
应 , 则 (x**) 是 范畴 六 到 其 自身 的 一 个 共 变 了 通 了 于. 
”证 目 任 取 cE4， 设 co 一 EL 对 于 任何 9E 一 
Hom(B, 半 ), 有 

b*(g) =g(b) = go (0)) = (go) (a) =0*(g) (a) 
=a"*(o"(g)) =a"o" (g), 

天 drae 一 1。 注意 ，aea* 一 am (ao 一 oo 人， je pn (Db) = 
wao (q) ,而 4 是 任意 的 , 故 o* Ww4= Wao, (12. 4) 可 交换 

(2) 首先 ,es4” 显然 是 4” 的 恒 等 自 同 构 84xx. 

其 次 , 著 o€Hom(4, B) ,rEHom(B,0) ,我 们 要 证 (ro) ”~ 
sao”, 如 图 (12.5) 


《中 (2.5) 


为 此 ,我 们 任 取 hEHom(0O, 名 一 0*, 如 (12.6) 的 左 图 ， 


/ 4 Z_， B vc Ci ~ 
+* (Ch) ' WA (142.6) 
je h Co") y 1 
YF ， | 


则 有 (hh) =hr, (50) "(hh) 一 Pra 一 人 (Dom0" (vw (h) yor (h), 


hs 289 各 


关 此 (ro) = oo” 再 由 (12.6) 的 右 图 ,对 任何 JE Hom(4 (2))= 
4 有 一 fo (or) (=for =0"( T=7T (0 (Nf))= 
TO (让 故人 (asr 人 一 Ta 于 是 (ra) 抽 (asT 一 TO 所 以 
(x*#) 为 共 变 了 沙子， 口 

定理 38 半 自 反 模 的 子 模 也 必 半 自 反 ; 自 反 模 的 直 和 加 项 也 
必 目 反 . 

证 “” 取 交换 图 

4 > 一 > 8 ——» CaB/4 
Ha | 电 |m jc (12 .7) 
Ma -2 pee ”oo 
9 是 对 入 映射 ( 即 4 己 B), 上 一 行 是 正 合 列 . 

如 果 B 是 半 自 反 模 ， 即 ，jwa 是 单 同 态 ， 则 因 ” 是 单 同 态 ， 故 
wan 是 单 同 态 , 所 以 9%“jwa 一 am 是 单 同 态 、 由 第 一 章 8 3 定理 2 
知 wa 是 单 同 态 , 即 ,4 为 半 目 反 模 . 

假定 B=A4@O0O，(12.7) 的 第 一 行 可 裂 正 合 ， 故 有 信人 
了 om (C, 了 ) ,使 rm 一 ao。 于 是 sc 一 so 一 知 w” 必 是 满 同 
态 ( 第 一 章 8$ 3 定理 2). 于 是 由 Ho 一 "Na 若 La 是 同 构 , 贡 Ac 
是 满 同 态 ， 又 从 Ka7i 一 0THo 知 Ho 是 单 同 态 , 故 uo 为 同 构 ,O 为 
自 反 模 。 口 

定理 34 自由 模 是 半 自 反 模 , 有 限 生 成 的 和 目 由 模 是 目 肥 模 . 

证 设 了 是 定义 于 集合 {wea} 上 的 自由 模 ,每 一 个 EF 者 
唯一 地 表 成 有 限 和 之 antx,axE 虹 ,但 只 有 有 限 个 不 为 0， 定义 到 ， 
使 有 (ww) =o。， 易 知 . 户 EHom(E 多) 一 有 ， 

任 取 z 一 之 us 头 0， 如果 w*“=0, 则 对 所 有 的 入 EA4, 都 要 有 
0 一 2 〈 = f,(%) 一 0、 这 个 可 能 . 所 以 在 天 0 时 ， ”也 不 等 
于 0, 因而 wz 是 单 同 态 ,了 是 半 目 反 模 , 

现在 假定 是 定义 于 有 限 集合 {v1, ma,…w,} 上 的 自由 站- 
模 . 定义 巨 ,使 f(z) 一 必死 氏 0) ， 于 是 在 2 一 之 ou0i 时 ， fi(%) — 
,6,j 一 1,2,…,m， 易 知 所 EHom(F, 半 ) 一 PF", 而 且 了 是 定义 于 
(fi, fa, fn} 上 的 右 妆 - 模 , 再 定义 024 ， 使 0O6 (fy) 一 .所 (oo = 0n, 


se 99 sa 


那么 , FF“ 就 是 定义 于 {otf ,oz ,…', vs 上 的 左 对 - 模 ， 而 jvr (oo = 
wo ， 故 Hz 为 同 构 ,了 为 自 反 模 . 口 

推论 三 投射 模 是 半 自 反 模 , 而 有 限 生成 的 投射 模 是 自 反 模 . 

事实 上 ,投射 模 是 自由 模 的 直 和 加 项 , 由 定理 33 与 定理 34 即 
得 本 推论 ， 口 

有 了 XX 与 怀 ” 等 概念 ， 我 们 自然 会 定义 了 ”一 Hom (了 ”， 
,并 且 由 于 芋 ” 是 一 个 左 中- 模 , 忆 ”是 一 个 右 并- 模 ， 因 为 wz 
是 六 到 了 “ 的 一 个 ( 左 外- 模 的 ) 模 同 态 ， 所 以 它 也 决定 一 个 由 
六 “到 "的 模 同 态 wx, 如 下 列 的 交换 图 . 


Hx 


pg T° 
12.8 
GN /A ( 


其 中 jr (Oo ”) 一 入 “MX 
我 们 有 
定理 30 HTHzrx 一 Sxrw， 
证 任 取 2w EX"，jprr(w)=w”““E 了 对 ， 则 由 wx 的 定义 ， 
HEHzs(O ) 一 KZ ) 一 和“HMNz， 于 是 , 当 acE 时 ,有 
vo Hz(O = (a ) 一 CO) 一 0 (a), 
所 以 vr WW) = Wr (Wxrs (w")). 
由 于 0% “是 任意 的 ， 凡生 HL 一 BY， 
推论 2 对 于 任意 的 对 EMM, 了” 是 一 个 从 自 友 模 ，_ 
事实 上 , 因 sx* 是 单 同 态 , 故 由 定理 35, wz 是 单 同 态 
最 后 ,我 们 证 明 半 目 反 模 的 两 个 充 要 条 件 . 
定理 36 下 列 的 三 句 话 等 价 : 
(1) 了 革 是 半 目 肥 模 ; 
(2) 0, Kerf 一 0 


(3) 设 之 "有 生成 系 《fes}， 令 A 一, 则 马 单 同 态 于 
Ll A,, 这 里 过 x 亚 入 都 看 成 右 4 一 模 ， 


es $1 。 


证 ”人 ( 耻 参 (2) ”对 于 任何 并 模 4 来 说 , aE Ker wz 的 充 要 条 
件 是 a ”=0, 也 即 , 对 任何 g€ 4",@ (9g) ==g(@) 一 0。 所 以 Kerya 
= NKery. 

如 果 于 半 自 反 , 则 Ker wx 一 0, 因而 NL ,Kerf~0， 反 之 亦 
然 ， / | 
(1)=>(3) 任 取 ZE 公 ， 定义 p(w) = {nea} ET, 这 里 OO, 一 
所 (z).。 这 个 上 是 对 到 JI9D 的 一 个 同 态 ， 如果 只 不 是 单 周 态 ， 


必 有 0x*wE 导 ,使 对 所 有 的 所 都 有 及 (2) ~0, 因 而 对 任何 fE 了 X* 
都 有 f(w) 一 0， 即 ,0#wE 用, Kerf. 由 (2), 邓 不 是 半 自 反 模 ， 
“(8) 过 (DD 我 们 先 证 4 一 JM 是 半 自 反 的 ， 因 而 由 于 及 司 
构 于 4 的 一 个 子 模 , 所 以 总 也 必 半 自 反 . 
并 本 身 作 为 自由 中 - 模 ,当然 是 半 自 反 的 ， 若 4 不 半 自 反 , 必 
有 0xa~{omes} 使 "一 0， 设 oo,*0， 定 义 g 4 时 ， 使 当 o= 
{Ys} 时 ,gc) 一 ys， 作 交换 图 


4 一 玉 四 
| | 2.9) 
4° 8 ” hehe | 
则 0 gr (ce = gp (a) = ag (a) = om (0) #0 | 
( 因 ja 是 单 同 态 )， 矛盾 、 所 以 和 4 是 半 目 反 模 ， 因而 天 是 半 自 反 


异 . 口 


9 13 极限 , 拉 回 与 推出 


正 向 极限 与 反 向 极限 是 范 叶 理论 中 另 一 对 非常 重要 的 对 个 
含 

在 第 一 章 §1 中, 我们 曾 定义 过 拟 有 序 集 荆 , 它 是 一 个 小 范 团 
(所 有 的 对 象 组 成 一 个 集合 ) ， 而 任何 态 射 集 荆 (6 办 都 或 为 空 集 


es 92 « 


CE 


或 为 单元 集合 。 在 6, 不 是 空 集 时 , 我们 常 以 记号 名 < 六 来 下 
其 中 唯一 的 元 素 , 于 是 ,由 于 工 (6, 避 不 能 是 空 的 , 它 的 唯一 的 元 素 
必 是 恒 等 态 射 6, 故 s 就 是 人 %<o ( 自 反 律 ), 而 且 当 sj,j<6b 时 ， 
必 有 gg 所 RR( 可 和 传 律 ). : 

设 为 任意 的 范畴 ,C 中 的 一 个 以 拟 有 序 集 二 为 其 指标 集 的 
正 向 系 是 一 个 由 三 到 人 C 的 函 子 也, 它 对 每 一 个 iET 取 5 中 的 一 
个 对 象 瑟 全 与 之 对 应 , 且 当 gc 时, 有 内 EC(F (2), 了 (站), 使 
中 = Ep0), 而 且 尖 7 入 8 时 ,dd = $+. 

正 问 系 通常 也 表 以 {FG%) ,i}. 

淮 几 个 例子 . : | 

例 工 F.7T7, 使 了 @) = 则 工本 身 就 是 一 个 以 工 为 指标 
集 的 正 向 系 ， 若 对 是 一 个 对 模 , 则 其 所 有 子 模 之 集 由 “GE” 关系 
而 成 为 一 个 拟 有 序 集 ， 让 五 (4) 一 4, 为 4, 到 4 的 艇 入 映射 ， 
则 得 正 向 系 . | / | 

例 % 让 荆 为 由 正 整 数 按 自然 顺序 所 组 成 的 拟 有 序 集 ， 则 CC 
中 的 任 一 个 以 工 为 指标 集 的 正 向 系 事实 上 就 是 一 个 序列 


CG --- (13.1) 


例 3 设 4 为 范畴 C 中 的 一 个 (固定 的 ) 对象 ,而 对 任何 i 恒 
有 了 () 一 4, 这 时 $9 只 能 是 4 的 恒 等 态 射 4, 因而 {4,sd 是 一 
个 正 向 系 , 叫做 党 系 , 记 以 |4|. 

” 例 4 设 荆 有 平凡 序 , 即 当 ?# 了 时， 三公 力 一 定 是 空 集 .这 
时 任何 一 个 以 工 为 指标 集 的 正 向 系 只 不 过 是 一 些 对 象 卫 (0) 的 集 
合 而 已 。 注意 ， 有 平凡 序 的 拟 有 序 集 是 一 个 离散 小 范畴 (第 一 章 
$ 1) ， 因 此 范畴 C 中 任何 一 些 对 象 的 集合 都 是 一 个 以 离散 小 范畴 
为 指标 集 的 正 向 系 . 

定义 16 设 {0:, 4$} 为 范畴 C 中 的 一 个 以 了 为 指标 集 的 正 向 
系 . 车 有 对 象 4 与 态 射 EC(O,, 4), 使 当 j<j 时 ,有 一 $1， 并 
且 对 任何 对 象 卫 , 与 gEC(O,, 子 ), 只 要 g1=gs$, 就 必 有 了 唯一 的 
一 个 oEC(4, 卫 ) ,使 对 一 切 印 恒 有 0%= cj 太 换言之 , 有 交换 图 


e DH 


N 7 3.2 
| ® z 


则 (4, 有) 称 为 诸 {O4, $7} 的 正 向 极限 (也 称 上 极限 ), 记 以 4= lim Cu 
注意 , 记号 中 本 应 标 上 f 与 $9, 但 如 在 不 会 引起 误解 时 , 电 可 以 省 去 . 

正 问 系 140i,98;} 如 有 正 回 极限 ， 它 本 质 上 只 能 有 一 个 。 事实 
上 ,如果 在 (13.2) 中, (了 X 了 ,9) 与 (4,f) 都 是 正 向 极限 ， 则 有 唯一 的 
EL 4) 使 jw9;= 二 fi， 因 此 of;=f;， 再 在 同一 个 图 中 ， 换 于 
为 4， 8 为 fi， 则 有 84 二 到. 由 于 满足 方程 hf 二 的 解 h 是 唯一 
的 , 故 wo 二 6&4， 同 理 ow=8x, 即 , 4 与 他 同 构 ， 所 以 lim0O, 不 是 
指 某 一 个 特定 的 4, 而 是 指 一 类 的 对 象 以 及 相应 的 态 射 ,而 这 一 类 
的 对 象 是 相互 同 构 的 , 4 = limO 仅 个 过 表示 4 是 这 一 类 的 一 个 
代表 而 已 . 

例 5 取 2 志 为 整数 集 , 其 大 小 按 自 然 顺 序 , 则 得 一 个 拟 有 序 集 
合 ， 对 每 一 个 nEZ,， 取 一 个 集合 B 与 之 对 应 , 当 n 二 mn 时 ,SS 
bw 并 让 gi 为 嵌入 上 映射 , 即 得 一 个 正 向 系 ， 易 知 mh 一 US,. 

例 6 设 以 为 一 个 并 - 模 , 其 所 有 有 限 生 成 的 子 模 之 集 按 “ 刁 ” 
而 成 为 一 个 拟 有 序 集 , 易 知 M=lim M, 


例 7 设 荆 为 离散 小 范畴 ， (6) 0 为 C 中 的 对 象 则 
DO= lm 


反 向 系 与 反 向 极限 相应 为 正 向 系 与 正 向 极限 的 对 偶 概 念 ， 由 
拟 有 序 集 工 (作为 一 个 小 范畴 ) 到 范 酶 C 的 一 个 逆 变 函 子 G 为 C 
中 的 一 个 以 工 为 指标 集 的 反 向 系 ， 这 就 是 说 ， 当 jEI 时 , G 人 
是 C 中 的 一 个 对 象 , 而 当 5<s 时 , 有 EC(G( 力 ，GO) 与 之 对 
应 ,使 天 为 GG) 的 恒 等 态 射 , 量 当 j<7< 时 , 籽 凶 一 枯 . 

定义 16° 设 {C. Wi 是 范畴 C 中 的 一 个 以 工 为 指标 集 的 反 
向 系 . 若 有 对 象 4 与 态 射 /EC(4, O00), 使 当 6<j 时 , 有 = 


P 4+. 


并 且 对 于 任何 对 象 芯 , 与 任何 WEC( 训 ,DJ) ,只 要 19; 一 ,就 必 
有 了 唯一 的 rEC( 叉 , A), 使 下 图 可 交换 (就 是 把 图 (13.2) 中 的 所 有 


箭头 都 调转 方 问 )， 
~ 了 
入 /, | 
C) (13.3) 
a 


则 称 (4, 有 为 诸 {Ci, 册 的 反 向 极限 , 记 成 4 =lim CO:. 


写 正 回 极 限 的 情况 一 样 ， 反 向 极限 如 果 存 在 的 话 也 在 本 质 上 
是 唯一 的 . 

例 8 如 果 工 是 一 个 由 正 整 数 按 自 然 顺 序 所 组 成 的 拟 有 应 
集 ,C 为 任 一 个 范畴 , 那么 ,以 工 为 指标 集 的 反 向 列 就 是 一 个 如 下 
图 所 示 的 反问 列 
Oe O00. 
特别 , 如果 C 的 对 象 是 集合 , 当 4CB 时 , 定义 C(4, B) 为 内 入 映 
射 , 否则 为 空 集 , 那么 , 其 反 向 列 (13. 钨 就 有 0, 二 C64z 而 如 寻 是 
钼 入 映射 ,因而 其 反 向 极限 是 所 有 集合 C, 之 交 . 

例 9 阁 指 标 集 有 平凡 序 , 那么 ， 诸 CO 的 反 向 极限 必 是 它们 
的 积 lim C=TI0.. 

现在 假定 指标 集 工 只 有 三 个 元 素 {0,1,2}, 并 规定 0<1, 0 过 
2, 但 1 与 2 不 能 比较 , 则 工 也 是 一 个 拟 有 序 集 ， 它 在 范畴 C 中 相 
应 的 正 癌 系 是 办 i: 40->41, $a: 4o 一 4s, 如 下 列 左 边 的 图 . 


和 $i 
Ao > Ao > A Ao -> 4 
¢,| #7! | i | 败 
4 df2 2 A Aa /2 、4 ~、 
~ K 
Sa B 


于 是 它们 的 正 向 极限 就 是 (4, 户 , 户 ， 使 13. 和 中 间 的 图 可 交换 ， 

BR , fp 一 fpa, 并 且 对 任何 (B, 01) ga) 3 只 要 qi1P1 = gaa, 就 必 有 了 唯 

一 的 c: 4 一 B, 使 of 二 gr,5 一 41,2, 即 , (3 .4) 右边 的 图 也 可 交换 . 这 

样 的 (4, 几 叫做 {$1, 8s} 的 推出 ,“ 推 出 ”一 词 是 形象 化 的 词 ,在 能 

完成 交换 图 的 (8,9) 中, (4, 力 最 具 代 表 性 , 它 能 “推出 到 任何 B. 
与 上 述 推 出 相对 偶 , 设 有 反问 系 如 (183.5) 的 左 图 


要 
$a Ln 2 WW 4 一 一 > A 
dy~——> 0 442 一 -> Ao 


6 ———» Ae / 
‘13.5) 
那么 ,它们 的 反 向 极限 就 是 一 个 (4,g1, ga) ,使 中 间 的 图 可 交换 , 且 
有 由 右 图 所 示 的 泛 性 质 ， 这 个 (4, gga) 叫做 {Wi, 由} 的 拉 回 . 
我 们 就 模范 畴 XM 的 情况 来 考虑 推出 与 拉 回 的 问题 ， 以 下 的 
4 4 与 寻 都 是 %- 模 ,所 有 态 射 都 是 模 同 态 . 
设 有 di Ao—>A, Di. 4 一 4 一 1, 2, 定义 
(pi, pa): Ao—> AiOAs 
Co > (Pi (a0), pa lm0)), / 
ts. AiDAs 一 -> 4 
(ai ; Qa) > th (@1) 十 a (cs) s 


则 有 
引 理 图 
: $1 
Ao 4 
| | (13.6) 
A > A | 


可 交换 的 充 要 条 件 是 Gi 二 3) ga -a) =0. 
证 大 aoEt 4, 则 | 


® O66 。 


Ghi +a) (pi, — pa) (co) 
= (wi, Va) itco ， 一 加 (ao) ) 
(Wi — Daps) (co). 口 | | z 
定理 37 (1) (4, 员 ,站 ) 是 {gi, ga} 的 推出 , 当 且 仅 当 


(@! — D1) | 
Ao - > 4 中 143: + 4 -一 一 一 一 > 0 (18 rp 
右 正 合 
(2) (Ao, pi1, pa) 为 {pa, v2} 的 拉 回 ， 当 是 仅 当 
Di, ~) 
0 ~ Av . > 中 4 V1 十 幼 : (13 .8) 
左 正 合 ， 


证 (1) 必要 性 设 (4, 归 ,ga) 是 {bi, go} 的 推出 , 取 上 六 4 
中 43 -一 了 为 (%, 一 ga) 的 土 核 . 让 广 为 f 在 41 上 的 限制 , 而 
户 为 了 在 A 上 的 限制 , 故 了 一 方士 .ja HO=f 了 f(D, — $a) = (方士 
fa) (Pi1, — pa) =: fp -— fogsa. 由 推出 性 ， 有 唯一 的 c，.4- 一 已， 使 
op = f1, os = fs. 为 一 方面 ， 因 广 十 fs 是 (Di, 一 gs) 的 上 上 核 ， 故 
有 唯一 的 zB->4, 使 z (i 十 fa) = 遇 i 十 Vs, 所 以 vo (wi 十 2) 一 映 
十 中 3， GZ( 太 十 .) = fi fs. 由 o 与 5 的 唯一 性 ,7T0 一 84,07T 和 = 83， 
故 4 与 B 同 构 ,因此 (13.7) 右 正 合 . | 

反 过 来 , 任 取 户 ; 41->B, fo: 4 一 B, 使 fi91== faa, 则 有 广 十 
fo: 4 中 4 一 刀 , 使 (十 Ja (Pi 一 a) 一 0. 由 于 由 十 和 是 (95 一 
ga) 的 上 核 , 故 有 唯一 的 o。，4->B, 使 oh 十 灿 ) =fi 十 fa, 即 , co 由 
= 有 fi,0 册 一 fa， 所 以 (4, 轴 ,下 2) 是 {1, 中 a} 的 推出 . | 

定理 的 第 二 部 分 是 类 似 的 .。 口 - 

由 本 定理 ,在 给 定 了 由 i 与 ga 以 后 ,它们 的 推出 就 是 (41@@4s/ 
Im (1, — $a), Hh, Ya) ,这 里 的 Im (yz 一 Pa) 是 4.4As 中 所 有 形 
如 (gi (co ，-- 中 alao)) 的 元 素 所 组 成 的 子 模 ， 而 灿 (4 = (a1,0) 十 
Jo (di， — 3), Va (ca) = (0, ca) 十 Im (Di, 一 a)。 如 果 册 与 ya 已 
给 定 ,它们 的 拉 回 就 是 (4o $1, $s)， 这 里 4e 是 41@4s 中 所 有 满 
足 条 件 归 (cnD 一 和 (aa) 的 (01，aa) 所 组 成 的 子 模 ，gi (ct ca) 一 他， 


es HOF 。 


(cica) = as. 这 就 完全 解决 了 拉 回 与 推出 的 存在 性 问题 . 
现在 考虑 模范 畴 MM 中 一 般 的 正 向 极限 与 反 向 极限 的 问题 
设 {O 9g 为 MM 中 任意 的 一 个 正 向 系 ,Os 都 是 ~- 模 , :CO 
>0; 为 模 同 态 ,$<j， 让 D 一 @ 0i,m: Or>D 为 敬 入 映射 ,8 为 由 


所 有 取 形 (cy — MiPs (Cs) 的 模 元 素 (D 内 的) 所 生成 的 (D 的 ) 子 
模 ,ci EU 再 取 4=D/S, (06; = 一 (co 十 SEA4A， 易 得 
定理 38 (4,f) lim {Os, BH. 


为 了 进一步 地 讨论 lim Oh 的 性 质 ,我 们 对 指标 集 工 再 加 :一 个 


条 件 ， 对 于 任何 两 个 元 素 5 与 j), 必 有 %ET, 使 i<b, 与 /<%， 满 
足 这 个 条 件 的 拟 有 序 集 器 做 一 个 有 向 拟 有 序 集 . 

定理 了 9 设 / 为 有 回 拟 有 序 集 ，{C 9g} 为 AM 中 的 一 个 正 
间 系 , 和 4 一 Oi/B 为 其 正 向 极限 ,2 O 一 引 C: 为 典 入 映射 , 则 

(1) 4 是 由 所 有 (cn) 十 S 这 样 的 元 素 所 组 成 的 ; 

(2) ic) 十 S=0( 注 意 ， 这 是 4 中 的 0) 之 充 要 条 件 是 有 某 
一 个 BO 使 由 i (60) 一 0. 


证 ”我 们 把 中 CO 中 的 元 素 都 写成 有 限 和 之 ur (0) 的 形状 , 则 
A=limO. 任 一 元 % 都 可 表 成 v 一 之 mo 十 S， 取 ti 之 所 有 的 这 些 
0 令 y= Piet) EC 则 y— 之 y EO:, 且 

Fnl0) —m (9) = Eo) —ngile)) ES, 
因此 v= Dm) +H=n(Y) 十 和 
故 得 (1D). : 

关于 (2)， 先 假定 有 某 一 个 t2>%, 使 由 (co 一 0, 则 7 (cy = 7 《cy 
— pt cw END, 故 mh(co 十 S 是 4 的 零 元 素 . 

反 过 来 ,假定 nlcv 十 S 是 4 的 零 元 素 , 则 mc ES, 因而 


7 (C1) 一 之 (yy (op — te (PEED )) 
这 里 的 天 随 了 而 定 ， 取 之 所 有 的 9 与 6, 则 
WE (cp — Mn ph 01) = 07) — mt (0) + 


mx — ph 0)) —mpe(— Pie) ). (13.9) 
于 是 ,由 于 
一 npt (cy =—7(00) 一 me: (co — mi (C1) 
一 (cn — tpt (0 一 之 (ms (C7) 一 np (cf) ) 3 
则 以 (13.9) 代入 ,重新 整理 后 ,可 得 
mp (Cs) 一 之 (ref) — npt (cs) ). (13 .10) 


上 式 左 右 双 方 都 是 0; 中 某 一 元 素 x, 但 左边 实际 上 是 zw 的 第 1 
个 分 量 ,右边 当 j7 关 t 时 ,wm;(6;) 是 第 7 个 分 量 , 因而 必 等 于 0. 又 因 
pt 是 Oi 的 恒 等 映 射 ，m (et) 一 mt ct) 一 0， 所 以 由 8.10) 的 右边 等 
于 0, 故 左边 也 等 于 0， 又 因 mi 是 单 同 态 , $i (oo 一 0， 口 

反问 极限 丈 是 正 向 极限 的 对 偶 概 念 ， 而 {0;，99 的 正 同 极限 
limO, 是 直 币 | 中 CO 的 商 模 ， 那 么 , 可 以 猜 得 出 来 ， 反 疝 系 {C4, 由} 


的 反 向 极限 必 是 直 积 [ITC, 的 子 模 ， 诚 然 , 以 DD 表示 诸 C 的 直 积 

则 D 是 所 有 集合 {crer} 所 组 成 的 ,ceE C 在 D 中 取 这 样 的 a= 

{0 ,使 当 j<I 时 , 恒 有 6;= 曲 (0;)， 这 样 的 o 当然 是 存在 的 , 例如 

{0} 就 是 一 个 . 让 ={a=={0} ED| 当 6<j 时 ,Wile3) ot}, 则 有 
定理 各 A=limC.. / 


我 们 已 经 知道 , 反 向 极限 本 质 上 是 唯一 的 . 
证 在 图 (13.3) 中 , 当 a={o} E44 时 ,定义 (0) =c;EQO4. 具 
体验 算 即 得 A=limC. 口 


$ 14 自然 变换 与 等 价 范畴 


我 们 最 后 来 讨论 自然 变换 与 等 价 范畴 的 理论 以 结束 本 章 . 

定义 17 ”假定 © 与 D 是 两 个 范畴 ,而 也 与 G 都 是 由 C 到 D 
的 共 变 函 子 . 若 有 一 个 规则 w, 使 对 C 的 任 一 对 象 筷 ， 能 取 一 个 
态 射 wx ED (F(X), GZ)) 与 之 对 应 ,并 对 任何 cEC( 开 了) 都 
有 交换 图 
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Ww 
FOA) 一 一 人 >， GW 


Fo) lee 4.D 


FCY) Wy Gry 


则 中 叫 做 由 五 到 G 的 一 个 自然 变换 ， 如 果 每 一 个 oz 都 是 同 构 ， 
则 是 由 也 到 G 的 一 个 自然 同 构 . 

如 果 wm; ->G,w'，G-> 互 都 是 自然 变换 ,这 里 也 ,G, 日 都 是 
范畴 C 到 DD 的 共 变 栅 子 ,那么 ,由 交换 图 


FCX) G(X) 一 一 > H(X) 
re eco| lu; : (14.2) 
FCY) 


GC(Y) 一 一 > H(Y) 


即 知 oo 也 是 一 个 由 下 到 五 的 自然 变换 ， 这 里 (oo oj) x 一 xO 
因此 卓然 变换 的 乘积 也 是 一 个 自然 变换 . 易 知 目 然 变换 的 滋 法 满 
足 结合 律 . 

”在 z=G 的 情况 , 取 sr 为 这 样 的 一 个 变 搞 ， 它 对 C 中 任何 对 
象 革 , 恒 取 (gz) x 一 encz) 为 了 (XX) 的 恒 等 态 仿 英 ， 则 sp 是 记 到 五 的 
一 个 自然 变换 , 称 为 恒 等 自 然 变换 . 

如 果 o: 一 G 是 自然 同 构 , 我们 就 说 三 与 G 自然 同 构 ,或 自 
然 等 价 , 记 以 了 ~GQ. 自然 等 价 性 确实 是 一 种 等 价 关系 , 因为 or 
(定义 (ww )x= (wx) 站 是 G 到 了 的 一 个 自然 同 构 ,而 且 当 w 与 2 
都 是 目 然 同 构 时 ,w'w 也 是 自然 同 构 . 

誉 两 个 例子 . 

例 1 取 C=D 都 是 群 范 畴 @， 让 了 为 @ 到 其 自身 的 恒 等 函 
子 ,了 了 (了) 一 了 ,了 (go) 一 oo, 再 让 G( 玉 ) = 对 /N,N 为 革 的 换 位 子 
群 , 让 wx 为 下 到 /WW 的 满 同 态 , 则 中 为 一 个 由 双 到 @ 的 自然 
| 

果 这 洋 定 义 w, 当 卫 是 有 限 群 时 ,wz 是 零 同 态 , 它 把 了 的 
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所 有 元 素 都 映射 到 及 /NV 的 单位 元 素 上 ; 但 当 并 为 无 穷 群 时 ,cx 
为 及 到 了 及/NW 的 满 同 态 ， 这 样 的 虽然 可 称 为 了 到 G 的 变换 ， 
但 不 是 自然 的 .我 们 还 将 在 第 五 章 中 看 到 不 自然 的 例子 . 

例 2 到 为 模范 畴 MM. 仍 设 了 五 为 XM 的 恒 等 函 子 , G 为 
函 子 (**): %M->3M， 则 由 8$ 12 的 理论 ，(12.4) 中 的 就 是 了 到 
G 的 一 个 自然 变换 . 

定义 18 ”如果 对 于 函 子 了 C_>D, 有 函 子 GD_>C ,使 GF， 
C—C 与 4 的 恒 等 图 子 8;(8.(0) 二 0,8 (0) 一 0) 等 价 , GF~ss, 则 
8 为 左 可 逆 的 ; 车 了 G~sp, 则 也 为 右 可 道 的; 既 左 可 道 , 又 右 可 道 
则 为 可 逆 的 、 车 对 人 与 D 存在 可 道 函 子 ， 则 C 与 D 为 等 价 的 
等 价 性 显然 是 一 种 等 价 关 系 . 

现在 假定 了 是 由 模范 畴 MM 到 3M 的 一 个 共 变 加 法 函 子 ( 模 
范畴 是 Abel 范畴 ， 它 首先 是 一 个 加 法 范畴 ) , 那么 , 对 于 任何 中 
模 44 与 B, 了 是 加 法 交换 群 也 omw (4,B) 到 加 法 交换 群 也 oma (F 
(4) ,不 (B)) 的 一 个 群 同 态 。 如 果 对 于 任何 和 4 与 B， 都 是 单 同 
态 , 则 五 叫做 一 个 忠实 函 子 ， 如 果 是 辐 构 ， 则 五 叫做 一 个 完全 忠 
实 函 子 . 

我 们 证 明 

定理 令 加 法 函 子 F. MM->23M 是 可 送 的 ， 其 充 要 条 件 是 

(万 是 完全 忠实 函 子 ; 

(2) ”对 于 3M 中 的 任 一 个 下 ,MM 中 有 一 个 4, 使 (4) 与 
MM 同 构 ， 

证 必要 性 ” 取 交 换 图 


4 GF A) 
F (A) z 
| 5(o) |eree， (14.3) 
F(B) | 
B GF B) 


Wa 


其 中 的 ou 与 oa 均 为 同 构 ( 央 GF 与 eaw 目 然 等 价 ). 车 有 oo*0， 
但 有 oo =0, 这 时 GE(o) 也 必 为 0, (14.,3) 不 能 可 交换 ,所以 了 为 
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单 同 态 ， 又 若 rzEHom (FF(4), 7(B)), 则 G(s) EHom(GF(4)， 
GE(B))， 由 (14.8)， 可 以 定义 一 个 o€EHom(4, B)， 使 wpo = 
G (z)w4, 因此 5+ 一 了 (co), 五 为 满 同 态 ， 既 单 又 满 必 为 同 构 , 故 了 
为 完全 上 忠实 函 子 . 

在 8M 中 任 取 一 个 以 , 设 G(M) 一 4、 因 也 可 逆 , 故 FG(M) 
= 也 (4) 与 人 同 构 . 

充分 性 ”对 于 3M 中 的 任 一 个 履 ,， 取 一 个 4， 使 有 同 构 ox 
M->F(4)， 取 定 这 个 4 与 ox AM 中 可 能 有 许多 4， 都 能 使 
(4) 圭 履 ,现在 我 们 是 任意 取 定 其 中 的 一 个 , 并 取 定 一 个 wap) ， 

定义 GC(M)=4. 

设 G(N) = 了 3, 而 JEHoms(U,N), 则 由 交换 图 


M 一 -一 
on | / (14.4) 
F(A) 一 FCB) 
知 onfoEHom(F(4),(B))， 因 也 完全 忠实 ,有 唯一 的 由 E 


Hom(4,B), 使 F($) =onfon. 二 是 我 们 定义 G(f) = 9. 

现 证 G 是 3M 到 并 M 的 一 个 函 子 . 

首先 ,在 (14.4 和 中 ,让 入 = 人 ,f=sx, 则 ow=oxB 一 4, 因而 
Gy je 一 ax8xG 天 一 SF 一 下 (84)， 所 以 G (ex) 64 ™ EQ). 

其 次 , 任 取 g€ Homx(N, 攻 ,GCD) ==0, 并 设 Glg) 一 由 , 则 因 
19gfow ~orgow onfor =F (FG)=F(g), 得 G(gf) = 9 
一 GD)G(f)， 所 以 G 为 函 子 . 

把 (14.4) 中 的 4 与 8 改写 成 GCM) § GN), 因 ox 与 cx 都 
是 同 构 ,所 以 HG~ewsm, 了 右 可 道 . 

尚 需 证 明 天 左 可 逆 ， 为 此 , 任 取 4 为 中- 模 , 设 了 了 (4) 一 MM， 
G(M)=A4'. 由 G 的 定义 ,cx 以 ->F (4 为 一 个 已 确定 的 同 构 ， 
这 个 同 构 就 是 (4) 到 (4 的 同 构 ， 因 了 了 完全 忠实 , 有 唯一 的 
v4: 4 一 4 使 矿 (54) 一 ou, 而 754 为 同 构 。 注意 ， 4 一 S(M) 一 
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GP (4) ,所 以 ,由 交换 图 
A > GF(AMN=A 


| ler (14.5) 


B ”GF(DB)=P 


知 GF~ex, 了 了 左 可 逆 ， 口 
等 价 范 畴 与 可 道 沙 子 还 有 一 些 应 予 注意 的 性 质 , 
定理 名 设 了 .AM> 必 M 为 可 道 晒 子 , 则 当 


F(A)——> F(B) ——> FFC) 一 一 -和 外 
依次 左右 正 合 时 ， 
0 ~ 一 一 > 4 -全 = B 一 一 > C 
(14.7) 


4 一 -> 0 —>C —>0 


也 依次 左右 正 合 , 其 逆 也 真 ， 因 此 ,可 道 函 子 是 正 合 函 子 . 
证 已 知 (4,”m) =Kermw, 要 证 (8 (4),F(m)) = KerF (mw). 
设 有 fEHomas ,下 (DB)) 使 下 (一 0， 取 4 为 外- 模 ,使 
有 同 构 ac: 已 (4 一 内 (定理 和) ， 于 是 jc 为 了 (4 到 了 (2) 的 同 
态 , 且 了 (wx)fo=0、 因 为 了 是 Homx(4i,B) 到 Homs (CE 4， 
了 (B)) 的 群 同 构 , 故 有 EHomxu(41,B8), 使 了 (gp) =fo, 如 图 


F(AMA1) -一 > M 
\ 、 / 
~ 
FOy)、 
F | 
yn sro 
pF 


4d 8B > Cc 
因为 0= Fm)fo=F(r) 9) = Frg),F 为 同 构 , 所 以 wp =0. 
因此 , 由 核 的 性 质 , 有 了 唯一 的 山 使 w=$, 即 (mm)P 了 POD) = 了 (9) 
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一 fo, 或 者 了 (Fo!1=f， 易 知 ,满足 等 式 了 (wy)g 一 .f 的 解 
是 唯一 的 , 即 g= 了 (J)o， 所 以 (F(A4), FF(m))=Ker F (nm). 

反对 来 , 设 (F(4),， 了 (mm)) 一 Ker 了 (ww)、 设 有 PB: DD 一 B, 使 
wp 一 0 可 是 以 F(w) 了 (4g) 二 0, 得 有 了 唯一 的 o: 了 了 (D) 一 #(4), 使 
Yo= 了 (8)， 因 了 是 群 同 构 , 故 o= 了 Fz), 即 F075) = 了 了 (9). 
所 以 mz 一 9$, 易 知 3z 是 唯一 的 .所 以 (4,”m) = 二 Kern. 

右 正 合 部 分 是 对 偶 的 . 口 

由 此 立 得 

定理 篇 设 了 AM>3M 是 可 道 函 子 ， 则 互 为 投射 《内 射 ) 
站 - 模 , 当 且 仪 当 了 (XX) 为 投射 (内 喘 ) 兴 - 模 , 
”证 短 正 合 列 

A>>B-—»O0O 
可 裂 , 当 且 仅 当 短 正 合 列 
而 (4)>> FP(B)-—» FO) 

可 裂 ， 口 

以 上 对 共 变 函 子 所 阅 述 的 理论 可 以 对 偶 地 引用 于 逆 变 函 子 . 

假定 五 与 9 都 是 由 范畴 @ 到 D 的 道 变 函 子 ， 如果 有 一 个 规 
则 名 ,使 对 C 中 的 每 一 个 对 象 卫 , 恒 有 一 个 xED(F(X),G(X)) 
与 之 对 应 ,并 当 oEC(Y, 广 ) 时 ,有 交换 图 


| lr 5 (4.9) 
od z 
Y FOY) 一 一 一 > G(Y) 


则 称 @, 万 一 @ 为 一 个 自然 变换 ， 关于 道 变 函 子 的 自然 同 构 与 自 
然 等 价 性 都 类 似 于 上 述 的 关于 共 变 函 子 的 论述 . 
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第 三 章 同 调 
$ 1 复 形 与 同调 模 


，” 仍 设 半 是 一 个 有 单位 元 lx (或 1) 的 环 , MM 为 所 有 的 左 并- 模 
连同 哲 有 的 人 模 同 态 所 组 成 的 模范 畴 . 在 3%M 中 到 一 系列 江 - 模 
4,， 一 co 二 nn 二 oo0, 并 取 d,E€ Hom(4,，4，,_1), 即 得 一 列 ( 注 意 , 足 
码 随 箭头 方向 而 下 降 ) 

> A 4 4, 1 一 >。 (41 .1) 
如 果 对 所 有 的 号 再 有 
CQ 1 一 0， (1. 2) 
则 eh 1) 叫做 一 个 复 形 ， 或 称 链 , 记 成 (4, 号， 4, 为 此 复 形 的 第 % 次 
项 , 或 w- 项 ,整数 m 为 该 项 的 次 数 ， du 为 其 微分 ， 如果 所 有 的 微分 
都 等 于 0, 则 此 复 形 叫做 平凡 的 ， 列 1. 二 的 左右 两 端 可 能 并 不 一 
定 无 穷 , 这 时 如 有 必要 可 以 0 再 补足 甚至 于 ,单独 一 个 模 下 也 
可 以 补足 成 为 一 个 复 形 , 这 只 需 让 于 ~ 4w， 其余 的 4w 都 等 于 0， 
所 有 的 微分 都 等 于 0 就 行 了 , 这 里 的 ”可 以 按 需 要 来 任意 指定 . 
条 件 民 .2 意味 硕 
Imd,r CS Kerd,, (1.3) 
我 们 称 商 模 | 
z Kerd /Imadrni= H(A, d) 
为 复 形 (4, 外 的 第 n% 个 同调 模 ， 全 体 互 ,4, d) 的 集合 { 五 (4， 
0)} 叫 做 (4， q) 的 同调 五 (4， 0),, Ker 中 的 元 素 叫 做 囊 (4， qd) 
的 -~ 循环 ， Im ai 中 的 元 素 叫 -边缘 . 当 C wv'€ Kerd, 时 , 埠 
c0 (mod Im w+: , 则 称 4 与 是 同调 的 .显然 ,所 有 的 妃 。(4， 
6) 都 等 于 0 的 充 要 条 件 是 .二 为 一 个 正 合 列 . 
假定 (4, 中 与 (B, d) 是 两 个 复 形 .如 果 f,€ Hom (4。， 8B,)， 
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使 下 图 可 交换 


”= 4 Any 一 一 > A -2 4 ~ 人 人 -*-- 


| | 


”> Hit 一 -一 > Ba de Be- 一 -一 ~ 

则 称 {fsj} 为 (4, 0) 到 (B，d) 的 复 形 映射 , 或 链 变 换 , 记 成 J. (4， 
QO) 一 (B, qd). 车 $: (B, d)->(O, 5， 则 灿 f 一 {j 为 (4 号 到 
《C,，5) 的 复 形 映射 ， 逐 条 验证 即 知 , 所 有 的 ~ 模 的 复 形 映射 连同 
它们 两 两 之 间 的 复 形 映 射 组 成 一 个 复 形 范畴 , 记 以 { 立 M}. 因 比 , 邦 
f: (4, d) 一 (B, ,而且 每 一 个 f, 都 是 模 同 构 , 则 为 复 形 同 构 ， 
(4, 肋 与 4， Jd) 是 同 构 , 或 本 质 相 等 的 . 

” 任 取 一 个 整数 w。 对 于 复 形 (4, ), 我 们 取 Ker 与 之 对 
应 ， 若 f. (4, 四 一 (也 ,dg) 为 一 个 复 形 映射 , 则 当 wcE Ker 加 时 ， 
0 一 lo) 一 而 六 (@)， 故 太 (c) EKer 0,， 换 言 之, 其 以 寿 表 示 
所 在 Ker qd, 上 的 限制 , 那么 ,fF 就 属于 Hom (Ker ds，Ker 4d,). 
因此 我 们 就 得 一 个 孙子 Ker。 {MAM} 一 AM, 它 把 (4, 起 变 成 
Ker d。, 把 f, (4, d) 一 (B, qd) 变 成 f+. 肩 码 玉 有 时 可 以 省 去 . 

取 目 然 同 态 ( 每 一 个 元 素 都 喘 到 其 所 属 的 陪 集 ) 
pe. Kerd, —> H,A, d) = Kerd,/lm dn, ( 工 .5) 
并 当 ecE Ker d 时， 以 记号 [cj 表示 4 经 gx 所 频 成 的 象 ， 即 ， 
gz (a) 一 [do 一 xc 十 Im dri 由 于 5 是 满 同 态 , 卫 ,(4, 4) 中 的 每 
一 个 元 素 都 可 吉成 [aj, 故 若 让 fw([6]) 一 pr (f(a)) = [f,(@)j， 
则 得 同 态 fn: 吾 ,(4, dg) 一 万 (DB, d), 且 有 下 列 的 交换 图 ， 必 须 


pe : 
Kerdn - Hn(A, ad) . 


/| | oa (1.6) 


a 
Kerd, 各 _w Ha(B,d) 
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证 明 ， 这 里 f, 的 定义 是 良好 的 ， 即 ,要 证 , 若 [加 = [a@], 则 必 有 
[fr(@)] 一 [fo)1， 事实 上 , 若 [qj = [6dj, 则 c 一 czE Imwsa, 因 
此 有 c E Qi1， 使 wsika ) 二 4 一 Q1. 于 是 Ca (@') =— dnrif nti (@), 
故 0 = pd fryi 0’) 一 Be 一 cd) 一 pi fr (0) 一 pa 了 (cl) 一 
[fn gj 一 [jc 一 大 [cy) 一 六 [ci 由 此 我 们 得 到 了 

定理 1 对 任何 整数 %w， 有 朱子 如 ,， {23M} -> MM， 它 把 复 形 
(4, 中 ) 变 成 nn- 同调 模 玉 ,(4, ), 它 同时 把 复 形 映射 f. (4, ) 一 
(了 dd) 变 成 fr: 瑟 ,《4, d) 一 瑟 ,(B, dg) ,使 有 交换 图 仁 .6). 

我 们 称 f,。 为 复 形 映射 J。(4, 0) 一 (B, 四) 的 第 个 同调 映 
射 ， 而 互 。 为 复 形 范畴 的 第 ”个 同调 函 子 ， 图 (1.6) 说 明 , 由 是 
Ker, 到 瑟 , 的 目 然 变换 . 

如 果 (1.4) 中 所 有 的 f, 都 是 同 构 ， 那 么 , 在 将 所 限制 于 
Ima,ii 与 Ker dg 上， 我们 将 得 到 Im da 到 Im di 的 同 构 ， 本 
Kerd, 到 Ker d 的 同 构 , 于 是 , 由 五 引 理 


Imdar1 一 一 > Kecds — H(Ad) 一 全 0 一 0 


| 


Imdeey —» Kefd, —» Hao(B,d) 一 > 0 —»0 
fr 必 是 同 构 . 
假定 f. (4, 0) 一 (B, 0), f. (B, D>(0, 5) 都 是 复 形 映射 ， 
则 .ff={fnfn} 是 (4, 中 到 (O, 6) 的 复 形 映射 , 如 下 列 的 交换 图 


: da 
i > 4 


| lt |! 


~ ~~ ~ 一 人 > Bn 一 > 有。 -de > Bri 一 一 > ~ (1.8) 


| Ix | 


2 


”于 是 有 
,107 » 


本 定理 2 (ff) m= fun 部 仁 # 
. 证 ” 作 交 换 图 : 


. pA 
Imds YKerd, 一 > H (4.d) 


| | jn 


ps 
md > 一 一 -> Ker 路 a 3 H, (8, d) . (L.9) 


| | | 元 


ImG» >———> Kcron 二 Ha lc, 6) 


由 图 (1.9) Cf) sn fonfon. 

同 伦 性 不 仅 在 代数 拓扑 中 ， 去 同调 代数 中 也 是 非常 重要 的 入 
您. 
定义 1 假定 了 与 9 都 是 由 (4, 中) 到 (B, ) 的 复 形 映射 如 
果 对 每 一 个 %, 有 模 同 态 如 : 4 一 B+ 使 

Qnrihn + hn-ids 一 太一 yn, (1 .10) 

则 称 h={h} 为 由 了 到 9 的 一 个 链 同 伦 ， 这 时 时 称 了 与 9 是 同 从 
的 , 记 成 4. 之 g, 如 图 


~”” 1 一 一 人 4 一 -> -i 
1 2 (1.11) 
"> jr 一 -3 一 一 一 > Hd pp 一 = 
同 伦 性 显然 是 等 价 关 系 , 因为 让 及 =0, 得 fc 及 改 人 (1.10) 中 
的 勾 为 一 po 即 得 一 hg 之 户 再 让 hg 全 1, 得 有 + 有 ff 
定理 3 车 有 h. fg, 则 f=yg,. 
证 ” 任 取 EKerd,, 则 由 (1.10) | 
fl@) — gnl0) = dsrihn Ca) — hdr (0) = dn+ihs (a) ETm drt1, 
故 由 (1.4) 与 (1.6) z 
0 一 昭 ( 记 -gw Ca) = (fun— gun) PA 0), 
因而 fid) = gmpt (0). 
由 于 5 是 满 同 态 , 放 fn 一 gw。 口 
和 08 。 


推论 1 车 (4, 四 一 (B, 0), 9g.: (B, d) 一 (4, 中 都 是 复 形 
映 庙 ,gf 与 84 同 伦 , f9 与 sz 同 伦 ， 这 里 ex 与 sa 相应 表示 复 形 
‘4, 与 (B, 0) 的 恒 等 映 射 , 则 五,(4) 与 五 (DB) 同 构 . 

证 (84) m= 8x4) 为 卫 ,(4, 9) 的 恒 等 目 同 构 ， 所 以 当 [aj 
EH.(4A, a), [6] EH,(B, d) 时 ， 放 0 ([0) = (8B)un (L621) ~ 
10] ,gn fn [2]) = (84) sn (L021) = [2], 改 fr 与 wr 都 是 同 构 . [0 

推论 2 设 f,g: (4, 四 一 (DB dd); f, g: (B, 4d)—>(O, 8) 均 
为 复 形 映射, 且 丸 之 g, 用.f 之 9, 则 ff 与 99 也 必 同 伦 , 其 链 同 伦 
为 

fhthg. ff~gg. 
证 由 所 给 条 件 ,我 们 有 
cd 十 /io 一 轧 一 In， 
Orihn 十 h,_1d, 本 f 六 gn ) 
第 一 式 左 乘 以 元 ,第 二 式 右 乘 以 gw 相 加 ,得 
ff, 和 Gngn = fndntihn fnhn_idn 
十 6n+1hngn 十 hn_1dngn 
一 Si 十 / nhn_1Gn + Snr1hngn +t hn_19n-10n 
= On+1( fs+ihnt hngs) + (fhn_it hai10n1) dn. 
口 
上 复 形 与 上 同调 是 复 形 与 同调 的 对 偶 概 念 . 
奋 有 一 链 
1 (1 .12) 
其 中 drd"-1 一 0, 则 称 (1.12) 为 一 个 上 复 形 (注意 其 肩 码 随 箭头 广 
同上 升 ) ,而 
Kerd’/Imd" i= H*(X, d) 
为 上 复 形 (县 , 中 的 wn- 上 同调 模 ， 循环 与 边缘 的 定义 与 同调 的 情 
况 是 相同 的 ， 本 节 所 述 有 关 复 形 的 概念 与 理论 可 全 部 对 偶 地 用 于 
上 复 形 ,不 再 详 述 . 
附注 ”在 本 书 中 ， 写 在 一 个 文字 的 右上 角 的 指数 可 以 仅 是 户 
» Ed 。 


码 , 不 玫 霉 次， 例如 人 .12) 中 的 开 * 当然 不 能 理解 为 也 的 nn 次 
宕 ， 纵然 在 可 以 自 乘 的 情况 ， 例 如 fE Hom( 卫 , 卫 ), 及 也 可 以 
不 表示 f 的 平方 ,当然 这 时 必须 声明 , 以 免 误 解 . 


$2 同调 正 合 列 定理 


设 (4, 由，(B, gd) 与 (C, 5) 都 是 复 形 ,并 有 复 形 映射 
n: (A, ->(B, d), 
x: (B, d)—>(0, 3), 
且 对 每 一 个 %, 都 有 短 正 合 列 
A, > 万 一 O,, (2.1) 


因而 有 下 列 的 交换 图 


-~ > d+ 一 > As -0 4 -> --- 


| .| 


B 一 > HB Srl —> --- (2.2) 
| 
人 
则 有 下 列 重要 的 


定理 4( 同 调 正 合 列 定理 ) ”对 于 复 形 的 正 合 列 (2.2), 有 模 同 
态 0.. 五 (C) 一 玉 ,-1(4), 使 有 长 正 合 列 

> H(A) DS HtB) TS 百 (O)- H, 1(A)—>.…, (2.8) 
这 个 9 常 称 为 连接 映射 

证 为 了 醒目 ,并 与 (2.2) 相对 应 起 见 ,我 们 把 (2.8) 改 写成 


HH, ( A) HK 
7 
/ | ， / 
" (2 .4) 
‘ / 0。 , 
jt HB 
/ / 
/ | / 
/ / 
He .0(O) . Ha OY 


”De 


证 明 共 分 四 步 。 (1) 定义 br 《3) 在 妃 。(3) 处 正 合 《3) 在 
瑟 。\O) 处 正 合 ; (和 在 瑟 ,_1(4) 处 正 合 . 

(1) 定义 @,. .我们 先 用 下 列 的 方法 定义 一 个 模 同 态 f. Kers， 
>H,_1(A). 当 @,_1€ Kerd,_i 时 , 它 在 H,_1(4) 中 相应 的 元 素 
将 表 以 [a,-_1]. / 

设 c€E Ker 6,。 因 ws 是 满 同 态 ,有 bEB, 使 w,(5,)==c。 由 
(2.2) 的 交换 性 ，5rn_1 ds 《0n) 二 6nrn(0s) 一 So) 二 0， 故 ds(0n) E 
上 er ri 因而 有 Q,_-1€ 4,1 使 1,1(@n_1) 一 ar (5b,)， 再 由 (2.2) 的 
交换 性 ， 有 Tn_an1 (Qn_1) 一 ds_17n_1 (Cn_1) =d,_id, (b») 一 0。， 又 因 
7n_a 是 单 同 态 ， 放 dian 一 0， 即 ,c_iE Ker do 于 是 我 们 
定义 jow = 一 tc, 简 言 之 ,6 与 ci 的 关系 是 ， 先 有 mn (bn) 一 0 
然后 , ds (Bs) 一 mn-1 (Qn_2)、 

这 个 于 的 定义 尚 不 能 认为 是 良好 的 ,因为 er- 虽然 由 加 所 唯 
一 确定 , 但 却 可 能 有 0,€ B,,， 也 有 (os 一 5。 于 是 用 上 述 方法 ， 

可 能 会 有 另外 一 个 4%_1€ Ker di 使 -i(@4-i) 一 d,(0,)。 如 果 
是 这 样 , 那么 ， 从 ws, (5s) 一 mm 人 0 人 一 知 wn 《5s 一 妨 ) 一 0, 因而 5, 一 
bn€ Ker mo 一 Im 即 ， 有 csE4， 使 0, 一 b=m,(an)， 因 而 由 交 
换 性 ， drm (a») —d, (5 — Db!) = Tn_10, (Gn) = Tm-1 (en 一 Ci 、 因 
mn-1 是 单 同 态 , co- 一 o -=dn(oo， 所 以 , 在 自然 同 态 Kerd。-1 一 
瑟 ,_1(4) 中 ， aw-i 与 cs- 所 取 的 象 [Qn-1] 与 [0,1] 是 相等 的 , 于 是 
ff 是 良好 定义 的 , 它 是 由 Ker 3, 到 万 ,_1(4) 的 一 个 模 同 态 . 

我 们 肯定 Im 6,+1 夺 人 Ker f. 设 C= 0+1(0n+1), 因 sa 是 满 同 
态 ， 有 bor1E Ba 使 mnt 一 or 所 以 om Bny1(0nt1) 一 564 
Wnt1 (Dnt1) = nlnt1 (pu 因此 ， 若 f (0) 一 [an_y, 忆 有 Qn-1 
€E A,1i, 使 [@,_1] = [ow_1d, 7m-i (0n-1) — dndnt1 (bw+t1) 一 0， 即 ， 
cr_ 1 一 0 故 f(0) 一 0, cE€ 人 er f. 于 是 这 个 于 实际 上 是 HH,(O) = 
Ker 6,/Im Si 到 及 ,(4) 的 一 个 模 同 态 ， 这 个 模 同 态 将 记 以 0, 
它 与 了 的 关系 是 0,([e]) 一 矿 o) . 

(2) 在 刁 ,(8) 处 正 合 。 作 图 (2.5)。， 由 (1.6), 图 (2. 配 中 上 
下 两 个 正方 形 都 是 可 交换 的 . : 

M1. . 


Kerd, > Hn (A) 


7: J es 


Kerds, _ Ha B) (2.5) 


| | 


Kerda 9» Ha (CC) 


我 们 得 0= ma hn = Ton pn Etement. 
因 $4 是 满 同 态 , 故 zwwmww 一 0, 因此 , Im mw SKer an. 

反 过 来 , 设 [5] € Ker www, 而 [0] 一 $5 (0)， 由 于 0 一 $m (b)， 
故 mw (5) E€ Im6,ri， 所 以 有 Cnt+1EOwrii， 使 Ont1 (Cn+1) = rn (D0). 
再 因 mi 是 满 同 态 ， 有 bs € But 使 way (PH 一 Cnti. 所 以 
mn CO) — On+1Tnt1 (On+1) = on On+1 (pH . 设 di (ii) 一 0 € B,, 则 | 
zn(b 一 5”) 一 0, 即 5 一 0'€ Ker mr 一 Im 因此 有 <E4 使 加 (ac) 
一 一 5 .于 是 ， 0—d, (5— 2 ) 一 dm (8) = 1 idu(a)， 故 d, (a) —0, 
a€E Kerd. 所 以 [bl = 9 (0) = $n (0 + (0)) = pn Gn (Gnt1) 十 
nn (0) ) 一 Iongs (a) ETLm n,n. 

(3) 在 瑟 。o 处 正 合 . 设 [a] 一 mw ([b]) € Im mw 。 则 5- 
wn(b) EKer 6,. 令 Fe) = [gj] € 玉 ,1(4), 这 里 的 是 (1) 中 在 定 
义 0, 时 ,所 定义 的 六 由 定义 ， 有 2E€Ker de- 使 [a] = [c]， 且 
mi(G) 一 0,(D). 但 5EKerd,, (6) 一 0, 故 3 一 0， 因 此 f(0) = 
0 注意 ，[ol 一 me([0]) 一 meng (6) 一 Bomr (0) 一 Bt(c)， 所 以 
0, (Lo]) =0,.p8 (¢) = f(e) =0, [ec] E Kert,. 所 以 Tm SRKer 0,. 
。 反 过 来 , 任 取 [oj EKer 0,, 即 ，oEKer f， 让 加 EB。 使 
mw) 一 0 则 有 <ETImad, 使 oo 一 mm-t(c) (因为 fl0) 一 0). 取 
mcE4， 使 《an) 一 a， 于 是 C0) 一 mca0u (Qn) 一 dm(a)， 所 以 
bn—Tn kan) E 了 Kerd、 因 此 ms( 因 一 (cn)) 一 mn) 一 0、 故 [oj] 一 

© (0) = rion On) 一 rongr (bn), [CE Im 
“(4) 在 五 -1(4) 处 正 合 . 先 证 mn-10, 一 0。 为 此 ， 任 取 。 oc 
Ker 6,， 并 假定 /Fo 一 和 ([o) 一 [oj E 卫 ,-1(4)， 取 bEB。, 使 


3 二 人。 


mv (2 一 60， 于 是 由 了 的 定义 ， 有 fo] 一 [四 ， 使 到 (2 一 mn-i(c )， 
所 以 0 一 go (0) = nb (oa) 一 ni[o] 一 migu([o)。 由 
© 人 性质, Tn-10n 一 0. 

反 过 来 ， 设 [oj] EKer mw_s， 则 由 m,n_i([0]) ==0 知 有 45EB，， 
使 -ai(a) =d,(5)， 让 o=mw,(58)， 于 是 由 f 及 ,的 定义 (6) 一 
0.([o]) = [e]、 因 此 [el EImb, 即 区 er mc Im 9,. 
定理 全 部 证 毕 . 

/ 现在 考虑 两 个 复 形 的 短 正 合 列 
后 (A, dO) >—> (B, a) 一》 (O, 6), 
(4 > BD) 0, 5 

如 有 9 使 得 下 列 (立体 的 ) 图 可 交换 


A 
| MA _i 


Ca 1 / 
那么 , 以 这 些 短 正 合 列 为 对 象 , 以 g 为 态 射 ,我 们 又 得 到 一 个 范畴 . 
对 每 一 个 mw 这 个 范畴 都 有 到 9%[M 的 三 个 函 子 ,就 是 H,(4), H,(B) 
与 互 。(O) 。 同调 正 合 列 定 理 说 明了 ，?rus me 与 bu 全 这 二 个 图 了 
的 变换 ， 我 们 现在 说 证 明 它 们 都 是 自然 的 . 

定理 和 《ww w,, 9 的 自然 性 ) 设 有 交换 图 : 


_ 
(AD (BD 一 cc 
| jw |- 人 
td) > 入 (BFE) pe ,0) 


se 11% 0 


则 有 交换 图 


=- 一 > HalA) -> HoH) ze HO -和 > HOC 一 >- 


a. | | | | 


“2 > Ha A") > Ha(B') > Ha(C') -> He (A') —» --- 


(2 .8) 


证 左边 两 个 正方 形 的 交换 性 是 明显 的 , 因为 m%, 9 都 是 复 形 
范畴 的 态 射 ， 而 鼠 , 则 是 复 形 范畴 到 MM 的 共 变 函 子 ， 所 以 在 
9 7 一 09 时 ,也 必 有 gr 一 ng、 

至 于 最 右边 的 一 个 正方 形 , 我 们 首先 注意 图 


z f z 
Kerds ———* HitAy 


|= ls, 
Re — >» Hosa(h’) 


这 里 的 了 是 定理 和 4 证明 ( 蕊 中 的 户 gk 当然 指 它 在 Ker 5。 上 的 限 
制 。 如 果 eEKer 5,, f(0) = [alE 瑟 (4)， 则 由 了 的 定义 ,有 
bn,€ B, 使 zx, 《5%) =60, 且 (505) 一 m5-1(a) .经 过 映射 9g 以后, 上述 
的 关系 式 就 变 成 (注意 (2.7) 的 交换 性 ) wr (9g? (bw)) 一 gs (0)， 
d, (gE (bs)) — ge1d, (br) gE (0) = gi (4) 。 所 以， 当 
f (©) = [a] € ,1(4) 时 ,f(g4 (0)) 一 fm-1([Q]). 这 证 明了 (2.9) 
的 交换 性 . 

由 于 je) =0,([0]), 故 得 (2.8) 最 右边 一 个 正方 形 的 交换 性 . 
口 
上 复 形 的 情况 是 对 偶 的 如果 (4, )，(B, 四 与 (0, 8) 都 是 上 复 
形 , 具有 短 正 合 

(A, @)»>(B, 0 一 (CO，5)， (2.10) 

则 有 


© 1i4» 


定理 4 (上 癌 调 正 合 列 定理 ) 设 有 上 复 形 的 短 正 合 列 
ew de— Am! < 一 4 ~—- MT CE 


dr 


ap mm 二 一 Br*! 一 Bs < 中 < 一 


| | | 


om i /lat] Pr 二 Rm 
则 有 长 正 合 列 


> 万 "Cd H"(B) SH"(O) > H"+1(A)—>.. : 
(2.12) 


(2 .11) 


$3 投射 分 解 忆 内 射 分 解 


设 4 为 一 个 虹 模 , 它 的 一 个 投射 分 解 {pw du} 是 一 个 正 合 列 

PP Po -> A, (3.1) 
其 中 每 一 个 PP, 都 是 投射 %-- 模 ， 由 于 每 一 个 4 都 是 某 一 个 投射 
模 的 同 态 象 ,所 以 每 一 个 4 都 有 投射 分 解 , 因为 当 有 得 正 合 列 


a 
Ny> 一 > 卫 一 >》4 


时 , 让 ”为 柑 入 映射 ,再 取 
Ni’> P11—» NN, 
即 得 Ai Pi ~> Po —» A. 


继续 如 此 作 , 即 得 (3.1). 由 od-id, 一 0 知 (3. 了 1 是 一 个 复 形 ,但 其 所 
有 的 同调 模 都 等 于 0， 把 (3. 蕊 中 的 4 与 do 都 换 成 0， 所 得 的 复 
形 为 4 的 会 元 投射 分 解 , 其 第 0 个 同调 模 为 4. / 

设 f€EHom(4, B) ,而 {P,, ,} 与 {P,,d。} 相应 为 4 与 B 的 投 
射 分 解 , 则 有 

定理 5 存在 九 E Hom(P,, P,), wn 一 0, 1, 2, …, 使 下 图 


.15 。 


ponep -$y 5 prt > = = Pi 一 > Po 一 | 


be 


人 Ps_1 一 一 和。 和 PI —> Po 一 党 > B 


可 交换 .这些 岂 则 做 由 了 所 引出 的 上 映射. 

事实 上 ， 由 于 Po 是 投射 模 do 是 满 同 态 所 以 有 .6 
Hom (Po, Po), 使 fdo= dofo. 假定 .加 ， 方 ，…， fn-1 都 已 定 出 ， 
则 从 di 六 id 一 六 sd id 一 0 知 Im 六 id SKer d,_i1= Im d,, 
再 因 P, 是 投射 模 , 故 有 九 E Hom(P。 P,) ,使 f=foids. 口 

注意 , 在 证 明 中 并 不 需要 (3.2) 的 上 一 行 正 合 , 只 需要 是 投射 
模 的 复 形 , 而 下 一 行 并 不 需要 所 有 的 P， 都 投射 ,但 需要 正 合 . 

我 们 来 证 明 下 和 面 重 要 的 

定理 6 (比较 定理 ) ”如 果 在 (3.2) 中 ,除了 {fn} 是 由 f 所 引 
出 的 映射 以 外 , {9,} 也 是 由 了 所 引出 的 映射 则 {f,} {gn} 征 同 
伦 的 . 

证 图 (3.2) 既 是 可 交换 的 ， 而 在 换 户 为 % 后 仍 可 交换 ,所 
以 , 换 记 为 ,= 太一 gr, 换 为 0=f 一 1 以 局 必 仍 可 交换 ， 于 是 有 
下 列 由 实 线 所 组 成 的 交换 图 ; 


od, 
rm=e i PB > Pi ~ > Pili— Po——b/y 
J 


1/ / a 
4 ,全 | 人 | Ed | / | (3 .8) 
性 , i vy 六 
Tr > Bp > 万 一 > 万 一 > 了 
我 们 用 归纳 法 来 定义 这 些 h,, 使 和 一 1 nt duran | 
首先 , 取 ho=0. / : 
其 次 , 由 于 dogpo=0 d=0, 故 Im po Ker do=Im di 又 因 
Po 谋 投 射 模 ， 所 以 有 有 Po 一 PP, 使 po= hi = dhit+0= dh 
hodo. . 
最 后 ， 设 多 之 工 ， 而 ho, hi, 四 h, 都 已 求 到 ， 我 们 令 ha == pf, — 


e。 11® . 


hd, EHom (P,, BP), 则 d= tp, — dhad, = pri0n — dhadn 
(pri — dash) dn = nisi dh — dha) A, = hidnid,=0， 所 以 
JIm 加 EKerd= Im dr、 因 P, 是 投射 模 有 .1€Hom (P。 
及， ;使 , 一 nt 1A 1， 即 3 路。 = hn 十 Qi7 1 [] 


定理 7 设 有 4y>O -» B 为 短 正 合 列 ，4 与 B 依次 有 投身 
分 解 {了 P,, do} 与 {Pd,}， 则 可 定 出 {6,}, 使 {PB,，5,} 为 0 的 
一 个 投射 分 解 ， 下 图 可 交换 , 各 行 各 列 均 正 合 ， 且 有 关 P, 的 各 列 
均 可 履 正 合 ， 


0 0 0 0 

\ | | 
-> Ps -> Pi -一 > --- 一 > Pi 人 Po 一 1- 

| | | | bh 
一 一 > p, BP Syp, OP ,> --- —> P DBP ”Po 中 P。 一 一 六 CC 

1 ! 1 
> ?> 

| | | | 

0 0 0 4 

(3 .4) 


证 当 pn€EPs pn€EPs 时 , 定义 (pn) 一 ps 二 0 € P,P, 
mn Pnt po) — Pn EP,, HBr) ~—0+B, E PDE,, w,(p,+p,) 一 你 E 
了 。, 即 知 有 关 卫 的 各 列 均 可 和 裂 正 合 . 
所 有 的 P.OP, 当然 都 是 投射 模 ， 因 为 投射 模 的 直 和 仍 是 投 
射 的 《- 
我 们 要 定义 5。 使 (3.4) 可 交换 , 且 中 间 一 行 正 合 . 
先 定 义 66。 由 于 xw 是 满 同 态 , Po 是 投射 模 , 故 有 4$. 五 一 0O， 
使 wp-do.、 令 60= grro 十 7Qoro, 则 - 
: Sono = (pn 0 + ndomro) m= fro ndomrono = ndo; 
do = (Pmot ndomro) = m3prot rndoro = donxo, 
所 以 (3.4) 最 右边 的 两 个 正方 形 都 是 可 交换 的 . 


。 ls» 


需要 验证 5。 是 满 同 态 。 为 此 , 任 取 o0€0, 设 =(o) =5EB. 
因 do 是 满 同 态 , 有 Po EPo, 使 do(Ppo) =5， 设 由 (2o 0.E0， 则 
mr (0) =—=b = = do (po) 一 mp (po) =% (600 ,所 以 0 一 0c1 € Kermw = Im ”, 因 
而 有 QE4, 使 n(a) =0 一 0t。 由 于 wo 是 满 同 态 ， 有 poE Po, 使 
do(Po) 一 0, 故 
60 (Po po) = piro (Pot Po) ndoro (pr Do) 
一 中 (2o) 十 70 (po) 一 0 十 个) 
一 01 十 0 一 01 一 0， 
即 ,oGIm8o，8e 是 满 同 态 . 
垩 决定 5. 让 Q=Kerdo, Q=Ker do, SS 一 Ker 560o, 并 取 c， 
o 与 7 为 相应 的 檬 入 上 映射。 再 让 由 =ad， di 一 odi( 均 由 Abel 范 
暑 的 性 质 ), 如 图 (3.5), 实 箭头 已 知 , 虚 第 头 待定 ; 


di 人 do 
Pl 一 一 一 2 2———> ro 一 > A 
"| I |” ) 
PiDP, 05.» Fy 、 po DP CC (3.5) 


1 | ， 
了 PA 


pi rr 0 > Po 


当 g EQ 时 ， 60m00 (9) 一 ?doo (的 一 0， 履 可 令 9 (oO = Nr (gq) E 
Ker56o=S， 同 样 , 当 sE8 时 , 邻 w' (8) = 二 woT (8) € Ker do= Q. 
由 于 mo 一 z，zor 一 oz， 所 以 (3. 殉 中 间 的 上 下 两 个 正方 形 
都 可 交换 ,因而 wm 一 0。 ?9 当然 是 单 同 态 ( 因 yo ca, 与 Y 都 是 单 
同 态 )， 现 需 证 明 w' 是 满 同 态 ， 为 此 , 任 取 9EQ, 让 $0(g) = 
CEO, 于 是 x (0) 一 wgo (gg) 一 doo (g) 一 0, 即 , 6€ Ker x 一 Im”, 因 
此 有 aE4, 7m(oO=c. 取 poEPo 使 do《po) 一 a, 则 66( 一 po 十 g) 一 
(ro 十 rdoro) (一 po 十 9) =$ (gq) —ndo (po) 一 0 一 0 (a) 一 0 一 0 一 0， 
故 -po 十 9E Ker 3o 一 昌 ,而 (一 po 十 9) 一 9 所 以 严 是 满 同 态 . 
再 证 Kerr'=Imy、 为 此 ， 任 取 zo 十 poEEerzr， 则 0=~ 
rz'(2o 十 io) 一 mor(2o 十 如) 一 Po， 于 是 ,0 一 Dez (po+ po) = 607 (Pe) 
= 小 3 


8 
i 
4 
£ 


i 


一 6o(2o) 一 doro( po) = do ( Po) , 因 7 是 单 闻 态 NK, do ( Po) =0, 
PoE Kerdo=Q@， 所 以 , 若 pi 二 + PoSKermw, 则 po 十 po Im wy ， 即 ， 
有 er ClIm 7. 


于 是 Q;> 8 也 可 是 短 正 合 列 ,大 与 而 都 是 满 同 态 , 所 以 可 以 
仿照 求 3e 的 方法 来 求 一 个 85 再 让 81 一 z64, 即 为 所 求 . 

用 类 似 的 方法 可 以 求 出 69, 6s, …. 口 

与 投射 分 解 相 对 偶 的 是 内 射 分 解 ， 如 果 正 合 列 


0->A4—> 0 0S > (3.6) 
中 每 一 个 er" 祁 是 内 射 模 ， 则 (3.6) 为 4 的 一 个 内 册 分 角 同样 ， 
阁 换 4 为 0, 则 得 4 的 会 元 内 射 分 解 . 由 于 每 一 个 4 都 可 嵌入 到 
一 个 内 射 模 中 , 履 任 何 4 都 有 内 射 分 解 . 
用 完全 相同 的 方法 可 得 
定理 6” 设 庆 4 一 了 {Q" do 与 {1"， d"} 相应 为 4 与 BB 的 
内 射 分 解 , 则 有 成: 8" 一 如, 使 下 图 可 交换 


0 > A-> 0 .>> 


| Ln [a (3.7) 


0 >pB_>p > 0. 
再 月 ,替换 {j 活 为 {go 只 要 仍 可 交换 , 则 { 岂 } 汪 {9,} 是 同 伦 的 . 
定理 9” 设 有 人 2B;>0 4 为 短 正 合 列 , B 与 和 4 依次 有 内 射 
分 解 {8"， qd"} 与 {Q”",，d”}， 则 可 定 出 {6 使 {&*"@8", 5 为 CO 的 一 
个 内 射 分 解 , 下 图 可 交换 ,各 有 关 Q@ 的 列 均 可 裂 正 合 : 


, 0——> A -fy 2 _ 0 Da yp ha 


]， a ja 1 (8.8) 
0 一 -> 月 -一 > 0° BT > 2: 中心; 一 2C2z 直 人 we 


于 UL™ 各 , 2 _ 


Qi Loy mi 
19. 
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$4 导出 函 子 


我 们 将 在 本 市 中 ， 按 模 的 投射 分 解 与 内 射 分 解 来 从 一 个 加 鞭 
阔 子 了 导出 一 系列 的 新 丙 子 五 大 与 R"?T, n= 一 0，1L，23,…。， 这些 
LT 与 Rr"T 将 叫做 由 于 所 导出 的 左 与 右 导出 函 子 ， 

完 设 了 是 一 个 由 模范 畴 %M 到 模范 团 四 M 的 共 变 加 法 函 子 . 

在 AM 中 任 取 一 个 对 象 4, 设 4 的 一 个 投射 分 解 为 


.> PP, SP, ->... >P, > P,-»A. (4.1) 
取 和 4 的 全 元 投 册 分 解 , 引用 了, 则 得 一 列 


> Tp, 一 TTP-—>… —>TP—>TP—>0. (4.2) 
由 于 有 是 天 法 去 子 ， 它 保持 任何 Hom (4,B) 的 群 结构 , 故 7T0= 
0 因而 了 d-dh= 了 了 dw-id,= 了 70=0, 所 以 (4.2) 是 一 个 复 形 , 但 不 
一 定 正 合 ， 以 上 ,了 4 表 (4.2) 的 同调 模 , 即 
LIT A~TPo/Im Td = CokTa, 
LiT A KerTid,/Im Td, n>0. 
我 们 要 证 明 两 个 性 质 , 第 一 , 这 些 LTA 实际 上 并 不 倚赖 于 {了 P，， 
dw} 的 选取 ， 换 一 个 投射 分 解 {PP， od} 所 得 的 到 74 与 Li?TA 同 
构 ， 因 此 肩 码 了 可 以 去 挤 ，LTA 可 写成 L,TA4; 第 二 ， 对 每 一 
个 f€EHom(4, B), 可 以 由 了 来 定义 一 个 L,TfE Hom(L,T4,， 
L.TB) ,使 了 2 为 由 中 M 到 另 M 的 一 个 共 恋 函 子 . 
为 此 ,我 们 取 f. 4 -> B, 并 任 到 B 的 一 个 投射 分 解 {P，,, d}, 
对 图 (3.2) 引 用 丽 子 全, 即 得 3M 中 的 一 个 交换 图 


(4.3) 


“人 7P 一 > TP 一 > 0 
lr |] | rn 
emm au- rT 一 > 下 一 > 一 -= 一 > TE 一 > TP 一 ww 0 


(4.4) 
es 320 。 


由 定理 1, 复 形 映射 {全 岂 } 将 引出 同调 上 映射 
(TD fun LTTA—> LITB. (4.5) 
这 些 (Z2Z) 。。 虽 是 由 { 而 得 出 来 的 ， 但 事实 上 并 不 倚 和 赖 于 这 些 
所 ， 因 为 换 { 玉 } 为 {9,}， 只 要 图 (3.2) 仍 是 可 交换 的 ， 则 由 比较 定 
理 ,{f,} 与 {9 小 是 同 伦 的 ,所 以 
Th.—Tg= (ff — qn) = 人 7 Chn 1G Ant1hn) 
= Th,_ Td, + Td, Th,, 

即 ，{ 了 有 与 {了 9,} 同 伦 , 于 是 ,由 定理 2，(T 有 n= (Tg) ,mn， 换 言 
之 ,这些 (Tf),， 仅 由 f, 了 与 所 确定 ,不 倚 玉 于 复 形 映射 {及} 的 
选取 . 

再 取 由 B 一 C， 而 C 有 投射 分 解 {15。， d,}, 任意 取 一 个 复 形 
映射 {8$,}, 则 得 

(TO) ww: TST B—>IITO. 
于 是 从 $f. 4 一 0, 得 
(TO) m= TD) Th sn. (4 .6) 

假定 C= 4, {2,, d,}= {DP oj f. 4 一 B 为 同 构 , 由 BB 一 
4 为 了 的 道 ,那么 ,由 sd 4 -> 4 就 有 {sp,} 与 {9$,f,} 都 是 复 形 映 
射 ， 因 而 同 伦 , 所 以 CO 了) ,Tw 是 LI?T4 的 恒 等 自 同 构 . 同 
理 ，(T 了 有 wTf ”ws 是 LiTB 的 恒 等 自 同 构 ,所 以 (I 有,w 了 74 
一 TB，(T4) ww: 2TB -> LITA 都 是 同 构 . 

任 取 4 的 两 个 投射 分 解 {了 P, 从 与 { 忆 dj， 那么 ,由 恒 等 自 同 
构 sk 可 得 同 构 (Te (P, 了 )),: LPTA 一 > I3TA.， 这 个 同 构 在 以 下 
的 意义 下 被 认为 是 典范 的 ,如果 z?7E LT4 对 应 2 EHTA4, 而 由 
(Te ( 及 ,三 对 应 wf ET3TA, 则 由 (4.6)，(Ts (P,P)),, 将 
使 wz 对 应 z、 于 是 ,对 于 4 的 各 个 投射 分 解 {P,, d,}, {P,, d,}, 
{Pd。}, …， 上 述 类 型 的 同 构 将 建立 LTA4，I3T4,，I37T74 的 相 
应 元 素 的 一 种 对 应 关系 , 这 种 关系 是 自 反 , 对 称 与 可 传 的 , 因而 是 
等 价 关系 把 等 价 的 元 素 都 看 成 同一 个 元 素 (事实 是 把 等 价 类 看 
成 一 个 元 素 ) ， 我 们 可 以 认定 LT4，L37'4，L37 4.… 都 是 相等 
的 , 记 以 Pd 4. 换言之 ,对 每 一 个 站- 模 4, 任 一 个 由 于- 模 到 为 - 
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全 的 加 法 冰 子 了 ， 我 们 可 以 唯一 地 确定 一 个 另 - 模 也 7 4， 而且 对 

任何 模 辐 态 f. 4 一 B, 可 唯一 地 确定 一 个 模 同 态 (Tf 有 ww: LT4 一 

LAB, 这 个 (有 )w 将 记 以 Tf、 再 由 Tes=8rma, 以 及 (4.6)， 

我 们 得 到 一 个 由 MM 到 必 M 的 函 子 ,了 T, 这 个 画 了 于 叫做 由 二 所 雪 

出 的 第 个 在 导出 孙子 

右 正 合 时 ,了 4 一 了 B 一 TO 一 0 也 右 正 合 , 则 函 子 oT 与 了 自然 
证 取 4 的 一 个 投射 分 解 {P,，d,}, 取 右 正 合 列 


a oo 
Fi—> Po——>A->0, 


则 有 右 正 合 列 
TP -> TP,—> TA—->0. 
于 是 
LoTA~ OokTA = TPo/ImTqd, TA. 

目 然 性 表现 在 下 列 的 交换 图 

LoT4 74 4 

mry| | (4D 
ioTB 78 2 0D 


定理 8 若 卫 是 投射 模 , 则 当 %>>0 时 , ,TP=0. 

证 取 卫 的 一 个 投射 分 解 0 一 也 一 卫 一 0 即 得 . 口 

定理 10 ”对 于 所 有 的 n>0, LT 是 加 法 函 子 . 

证 车 4 与 B 相 应 有 投射 分 解 {P。, d。} 与 {P,, d,}, 则 4@ 
B 有 投射 分 解 {P,。Ps, Ga， 这 里 (四 四 0 (pn 十 Pr) = dn (pn) 
+d, (Pn) 。 口 四 

由 此 立 得 


定理 11 若 4;>0 -> 了 3 为 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 


Ldn Lnim 0, 
so 一 > 一 一 > TO 一 一 一 一 ? LB 一 人 1 1 4 一 > 机 (4.8) 


= 22 w 


证 ” 取 4 的 投射 分 解 为 {Ps, ,}, B 的 投射 分 解 为 {PB,, a.} 
则 由 (3.4), 并 因 了 是 加 法 函 子 ,得 交换 图 


py \ 

昌 地 二 ee TH, 一 一 TP ——»> om i Th ———» 人 0 
Ts z 

YTPBTP ?TP DTPY ~- ThOBTP—> 1 


Td 


”" hh im TP 一 一 TB,_i a “~ mi TPo mr 0 


z (4.9) 
这 里 {P,P,, 56。} 是 C0 的 投射 分 解 ( 见 定理 7)，, 各 行 均 为 复 形 , 各 
列 均 短 正 合 ， 于 是 由 定理 4 即 得 本 定理 , 口 
定理 12 设 {P。 d。} 为 4 的 投射 分 解 ，4,=Im a, 并 设 了 J 
右 正 合 , 则 
(1 当 %zL 时 ,有 左 正 合 列 0 一 五 四 4 一 亿 4。 -> 人 TP,_;; 
(2) 当 m 之 1 时 ,有 ILnTA4=LynTA、 : 


证 (1) 由 交换 图 
> > 4 ->,. (4.10) 
/ | 
得 交换 图 
--- 一 > 了 Pu 一 > TP __ 7 TA 一 --- 
~、 > (4.11) 


了 


国人 右 正 合 ,故人 zx 是 满 同 态 , 所 以 4=: vimndda。 若 
XCEKerTnm， 取 XETP,， 使 Tw (x) = 一， 则 Ya(z) 一 DPCZ) 一 
Tow (7) 一 TO) 一 0, 所 以 2EKer7os， 于 是 玉 er7 mo 一 及 er Td,/ 
IDmd di 一 Lo A. 


(2) 因为 … 一 Pi 一 PP, -» 4, 是 4, 的 一 个 投射 分 解 ， 故 
从 
> TP nm? > TP > TTP, —> 17A, 
得 到 L744,= Lim A. [0 
仍 设 卫 为 共 变 加 法 函 子 ,我 们 取 4 的 一 个 内 射 分 解 


0 nn 
0->4-_>go 人 > Qt_> > gr 二 > 


于 是 得 一 个 上 复 形 
0> TA > TO > TO >. > TQ" > (4.12) 
其 上 同调 模 将 表 以 


RT A = Ker To, (4.183) 
RT A= KerT6"/ImTO"-1, 
同样 可 以 证 明 , 这 些 BBTA 实际 上 与 所 取 的 内 射 分 解 {8", 29} 无 
关 ， 换 一 个 内 射 分 解 {4Q", 9"} 所 得 的 B6.TA 与 BTA 典范 地 同 
构 . 同时 ， 对 于 任何 模 同 态 f. 4 一 B, 可 以 定义 出 一 个 Pr 了 TF. 
BR"TA 一 R"TB, 因此 , BR 是 由 范畴 MM 到 3M 的 一 个 共 变 加 法 
函 子 ， 称 为 由 下 所 导出 的 右 导出 函 子 . 
下 列 定 理 是 上 述 相应 定理 的 对 偶 和 定理, 但 需 另 行 证 明 , 不 过 方 
法 基本 上 相同 . 
定理 8 如果 克 是 一 个 左 正 合 函 了 ， 即 , 当 0->A4->B 一 0O 
左 正 合 时 , 0 一 了 4 一 了 TB 一 TC 也 左 正 合 , 则 RT 与 了 自然 同 
构 . 
定理 9 者 是 内 射 模 , 则 当 m>0 时 , R"TQ=0. 
定理 10” ER"T 是 加 法 孙子 . 
定理 11” 若 4>> C -» B 为 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 
SPTA > PTO—> ForT Rt+1T A >... (4.14) 
定理 12” 设 {8", 0" 为 4 的 内 射 分 解 ，4"=Ker28"， 并 设 
4 左 正 合 , 则 
(1) 当 w 之 1 时 ,有 右 正 合 列 TQ"? ->T 了 4*-» BR"T 4 
(2) 当 m>l1 时, BR"T A,= R"+"TA. 


9 2d 。 


我 们 现在 考虑 逆 变 函 子 的 情况 ， 设 5 为 一 个 由 NM 到 汐 M 
的 逆 变 函 子 , 若 取 {了 d,} 为 4 的 投射 分 解 , 则 有 上 复 形 


0—> SPo -> SP > —> SP 一 > …。 (4.15) 
于 是 让 R%S A= Ker Sadi, 
RSA= Ker Sd,’Im Sd,_1, n>0, 
如 果 取 {8&", 9"} 为 4 的 内 射 分 解 , 则 有 复 形 


> SQ"— > SQ"-1>... -> SQ! -> SQ? —>0. 

于 是 让 LeSA= Cok Sa20， 
LSA= Ker S81/Im Sa n>0. 

与 共 变 函 子 的 情况 一 样 ， 可 以 证 明 这 些 RBSA 与 LhS4 都 与 所 取 
的 投射 分 解 与 内 射 分 解 无 关 , 因而 (4.15) 与 (4.16) 中 的 足 码 了 与 
诊 码 Q 都 可 以 去 掉 . 同时 , 对 于 JE Hom(4, B), 可 得 与 
TSf 分 别 属于 Hom (R*SB, R"SA) 与 Hom (LSB, TS4) ， 因 
此 ，BR"S 与 LS 是 一 些 由 MM 到 器 M 的 逆 变 加 法 函 子 ， 前 者 为 由 
S 所 导出 的 右 导 出 顶 子 ,后 者 为 左 导出 天 本 . 

总 结 起 来 ,我 们 有 : 

设 人 TP 是 共 变 加 法 函 子 , 车 右 正 合 , 则 用 投射 分 解 , 得 到 人 ， 
这 时 LoT 与 自然 同 构 ; 若 左 正 合 , 则 用 内 射 分 解 , 得 到 B"T, 这 
时 BT 与 了 自然 同 构 ， LT 与 BR"T 都 是 共 变 阮 于 . 

设 S 是 逆 变 加 法 函 子 , 车 左 正 合 , 则 用 投射 分 解 , 得 到 上 5， 
这 时 LoS 与 S 自然 同 构 ,车 右 正 合 , 则 用 内 射 分 解 , 得 到 局 8，, 这 
时 BS 与 5S 自然 同 构 ， LS 与 BR"S 都 是 逆 变 函 寺 . 


(4.16) 


$5 沙子 的 变换 


设 克 是 一 个 由 35M 到 旭 M 的 共 变 加 法 孙子 ， 则 当 4 为 一 个 
J-- 模 时 , PoeT 4 是 一 个 见 - 模 .。 现在 要 考虑 ， 换 了 成 另 一 个 共 变 加 
法 函 子 T' 时 ,L.74 与 LT"4 有 什么 关系 ? 

假定 r: 下 一 个 ' 是 一 个 由 了 到 全 的 自然 变换 ， 取 么 的 一 个 


* 60. 


投射 分 解 为 


> Pir > P, SS...->P, —* A, (B.1) 
则 有 zw EHoma (TP,, T'P,) ,使 有 交换 图 ， 


O00 do dL 
5.2 
Ca) | .2 

0O<— dL < 一 =-- dl < 一 Id < 一 一 -~- 


因此 ，{z (Ps)} 是 复 形 映射 ， 由 定理 1, rY(CP。) 可 引出 LTA 到 
L744 的 一 个 模 同 态 ww (4), 使 下 图 可 交换 


4 


KerTds py ,| 
(5.3) 
lor» Ta A) 
pb 
RerT dn LonT™ A 


这 里 的 $ 与 都 是 自然 同 态 ,而 7(P,) 代 表 7(P,) 在 Ker Td, 上 
的 限制 . 

我 们 首先 有 

引 理工 ww 是 导出 函 子 世 T 到 LT' 的 一 个 自然 变换 ， 它 将 
称 为 由 7 所 导出 的 导出 变换 . 

证 任 取 了 E Hom(4, B)， 并 设 GE d} 为 B 的 一 个 投身 
分 解 , 则 有 交换 图 


KerTdn LaTA 

I LaTf (5 .4) 
Y 

KerTd, " LT 


图 (5.8) 中 换 4 为 B，(5.4 中 换 T 了 为 TZ', 合 起 来 我 们 一 共 得 到 四 
个 交换 图 。 再 考虑 图 全 .85)， 其 左边 的 一 个 图 是 可 交换 的 ( 因 是 
自然 变换 ) 所 以 右边 的 一 个 图 也 可 交换 


*»1236。 


p, Pn) 
TPa A TPp, Kerrd, -Te KcrT’d, 


. rz jx rr |> 7 (5.5) 


了 Pr TB) T’Pn KerTd. (Pr) KerT’d, 


右 图 中 的 PP ,TCPn)，THh 与 7'f 当然 指 它 们 在 各 相应 Ker 
上 的 限制 ,我 们 一 般 不 取 其 它 的 记号 (我 们 的 记号 已 经 够 多 , 够 
复杂 的 了 ! ) 当然， 这 里 不 难 证 明 ，Ker Td, 中 的 元 素 经 过 映射 
5(P,) 与 Tf. 确 取 象 于 Ker T'd, 与 Ker Td 内， 而 Ker T'd, 与 
Ker Td, 中 的 元 素 经 映射 7'f 与 (DP,) 确 都 取 象 于 KerT'd。 内 . 
于 是 下 列 六 面体 的 前 后 上 下 左 等 五 个 正方 形 都 是 可 交换 的 ， 


看 
(P Ker 了 dd LTB 
二 n) ! 
4 (A LaT’ 
人 er TI 一 一 于 LoTA Tf 
17T’/, 
| LaTf 1/ 
Tf, KerT’d, 一 网 mm 一 了 好 
一 一 rCP®) “CDB) 
er Td., LT'B 一 
(5 .6) 


所 以 BLT BVT PT 
一 站 了 Jr Pr) = LT fFP TP,) 
= Ll" fr (A)9. : 

因 4$ 是 满 同 态 ， 故 z,《B) LT 了 f= 攻 Tfrw(4), (5.6) 的 右边 一 个 

正方 形 也 可 交换 . 这 说 明 ,rw 是 了 了 到 Ad 的 目 然 变换 口 

由 此 易 得 
引 理 & 设 7: 工 一 人 为 共 变 加 法 函 子 工 到 二 的 一 个 自然 


变换 , 而 
1 > -二 > c 一 一 一 ,| 
| | | (56.7) 


e T2171 » 


可 交换 ,两 行 都 正 合 , 则 有 两 个 交换 图 . 


了 了 > Laf z 


| | | | 


yy Ls 
a Es i LT’A Cale LT a fay wf. 一 pm LiT’A Dm 


(5.8) 


， LaT ， LaTs z 
一 = 一 = ”一 一 和 fo 4 一 一 > LTC ——> LTB 一 -> LaeiTA —>--- 


| | | 


--- ps A ES LB > LT >--- 
| 5.9) 
证 ”各行 得 目 定 理 11(4.8); 诸 5, 得 自 引 理 1， 人,。， 9。， 与 
及 ,得 目 导 出 孙 子 的 定义 . 口 
为 了 能 得 到 类 似 于 定理 11 的 长 正 合 列 ,我 们 取 三 个 共 变 加 法 
孙子 了, TT, 与 TV .AM 一 3M, 并 取 上 自然 变换 7z. TT 一 了 TT > 
2”, 又 假定 对 任何 投射 模 P, 恒 有 短 正 合 列 . 


o> TP ST'P™O IP—>0. 


这 时 我 们 称 


rh 1 Tr 
对 投射 模 正 合 。 由 引 理 2 即 有 


犁 


有 长 正 合 列 
> LTA>LTA->LT’A->L,. Th4 
(5.10) 
-> LT”"A—> LTA—> DTA IT”A—>0 


证 取 4 的 一 个 投射 分 解 为 和 P,, a,}， 引 用 函 子 T, 了 ,7 


及 TT 与 5 ,再 由 定理 4 即 得 ， 口 

上 面 所 述 的 理论 当然 可 以 对 偶 地 引用 于 道 变 函 子 ， 其 定理 的 
证 明 只 需 作 适当 的 修改 ， 有 的 箭头 方 回 需要 调转 具体 地 说 , 奢 
S, 9， 与 3 都 是 由 2%M 到 3M 的 北 变 加 法 函 子 ，w:5S 一 "与 


tS’ 一 > S” 都 是 自然 变换 ,而 且 S 一 8' 一 S” 对 投射 模 正 合 , 则 
有 
定理 13” 对 任何 4, 恒 有 长 正 合 列 
0 一 7094->7oS 4 一 709 4 一 84 
_ (5.11) 
—> LSA— LS A—> LS’A—>... / 


$6 图 子 晶 om 与 Lxt 


在 第 二 章 中 我 们 已 经 知道 , 知 妈 与 4 都 是 ;六 模 ， 则 
Hom(M，,， 4) 与 Hom(4，M) 都 是 加 法 交换 群 ， 因 而 都 是 范畴 
AG(=ZM) 中 的 对 象 、 现 在 让 用 固定 ， 任 取 两 个 六 - 模 委 与 B&B, 
任 取 一 个 模 同 态 $，4 -> B, 则 对 任何 cE€Hom(M, 4) 有 go E€ 
Hom(M, B), 对 任何 "EHom(B, 导 ) 有 rcE Hom(4, 好 )， 如 
图 (6 .1). 


o A 7b A 
一 | 一 | (6.1) 
AT 


于 是 我 们 定义 两 个 由 XM 到 AG 的 函 子 , 一 个 是 Hom(M， 一 )， 
它 把 4 变 成 Hom (M，4), 并 对 $9; 4 > B, 定 义 
Hom(M, $). Hom(M, A) — Hom (M, 8B) 
o> po. 
另 一 个 是 Hom( 一 , 用) , 它 把 4 变 成 Hom (4, 履 ), 并 对 gp: 4 二 
428, 定义 
» 39s 


Hom (4, M), Hom (B, M) -> Hom(h, M) 


TH> 7 站. 
易 知 Hom (M, 一 ) 是 共 变 函 子 ，Hom (一 ， 好 ) 是 逆 变 孙子 . 
首先 有 
定理 14 Hom(M, 一 ) 与 Hom( 一 , 以 ) 都 是 左 正 合 函 子 , 即 
当 
A>B»O (6.2) 
为 短 正 合 列 时 , 必 有 左 正 合 列 
0 -> Hom (M, 力作 Hom(M, B) 
Em DW Hom(M,O0) (6.3) 
=] 


Hom(w, AM) 
一 一 一 > 


0 一 Hom (0O, M) Hom(B, M) 


Hom DO Hom(A, M). (6.4) 


证 (1) 设 o€Hom(M, 4), 车 Hom(M,”m (0)=no=0，, 
则 因 ”是 单 同 态 , 故 o==0, 即 , Hom(M, ”) 是 单 的 . 

任 取 TE€Hom(0C, M)， 若 Hom(w, M) (2) = 二 zw 一 0, 则 因 w 
是 满 同 态 , 故 =0， 所 以 Hom (mw, 并) 也 是 单间 仿 . 

(2) (6.3) 在 Hom(M, B) 处 正 合 。 首先 注意 ,Hom (M, ww) 
Hom(M,”n)=Hom(M, wn)=Hom(M,0)=0, 故 有 Im Hom(M,”; 
“CKer Hom(M, w).， 反 过 来 , 设 zEKer Hom(M, w)， 即 
zrT 二 0。 任 到 _EZMUM, 并 设 TCm) 一 0EB, 放 Tw(0)=0, bEKerw, 
因此 有 aE€4, 使 mn(4)=5， 定义 oo(m)= 二 gg。 我们 来 证 明 oE€ 
Hom (MH, 4). 为 此 ,车 olm) 一 则 由 的 定义 ,7 (4) 一 7 )， 
故 7(c 十 cg 一 了 (人 十 名人， ,omtim =o =m) +o(m), 
再 当 wE 中 时 ， 因 m(aa) =Tam)， 故 oam) 一 ad 一 ao(m) 最 
后 ， 再 由 c 的 定义 ， 行 gom 一 a， 则 ma Go 一 mo 一 YOU， 放 
T=n0= Hom(M, nm)(o), 所 以 TE ImHom(M, nm)， 因 此 
Ker Hom(M, ww) SI Hom(M, n). / 


SU ww 


(8) (6.4 在 Hom(B，M) 处 正 合 ， 首 先 注意 , Hom(y，J1) 
Hom(w, M)= Hom(w”, M)= Hom(0, M)=0, 所 以 Im Hom(w, M) 
CKerHom(m,M). 其 次 , 设 zEHom(B,M), 而 Hom(%, M) (%) 
=T7m 一 0。. 任 取 cE0Q0， 有 0EB, 使 ww(0)=0, 设 7(0)=m€M， 
则 和 定义 cko) = 二 mw。 同样， 我们 可 证 明 , cE€ Hom(C，A 妇 ).， 于 
是 ,由 7(0)= 二 ao(0) 一 ow (5)， 得 T=orn 一 Hom(mw, 及) (ogo)， 所 以 
rE€lImHom(wx, M), 故 KerHom(», M)CIlImHom(w, M). 口 

应 该 指出 ,在 证 (6.3) 时 , 仅 需 (6.2) 左 正 合 , 不 需 x 为 满 同 
在 , 而 在 证 (6.4) 时 , 仅 需 (6.2) 右 正 合 ,不 需 ; 是 单 同 态 . / 

推论 ”在 (6.2) 可 和 裂 正 合 , 则 (6.3) 与 (6.4) 也 都 可 和 裂 正 合 . 

事实 上 ,大 wm = 80， 则 Hom(M,w) Hom(M, mn) = 
Hom (及 ,wn) 一 Hom(M, 80) 一 saomalo) 故 (6.3) 正 合 且 可 裂 . 同 
梓 , 在 wm 一 84, 则 Hom(%, M)Hom (ws, M) = Hom (wn, M) = 
Horm (sg4，jM) 一 SsHomcdao 故人 6.4) 可 殊 正 合 ， 口 

定理 10 (1)M 是 投射 模 , 当 且 仅 当 (6.23) 短 正 合 时 , (6.3) 也 
得 正 合 ; 

(2) 及 是 内 射 模 , 当 且 仅 当 (6.2) 短 正 合 时 ，(6 .和 4 也 短 正 合 . 

证 与 定理 14 相 比 较 ， 仅 需 证 明 ， 必 为 投射 模 ， 当 且 仅 当 
Hom (及, zw) 是 满 同 态 ; M 为 内 射 模 ， 当 上 且 仅 当 Hom (wm, 以 ) 是 满 

(和 若 玖 是 投射 模 则 对 任何 acEHom(M，O)， 有 YE 
Hom(M,B), 使 co=nrz=Hom(M,nw) (zc), 故 cacEImHom(CM or)， 
而 其 om(4 妈 ,中 是 满 同 态 . 者 Hom (及 ,ww) 是 满 同 态 , 即 , 对 任何 
oo€EHom(M, 0), 有 TE€Hom(M, B), 使 oco=Hom(M, ww) (7)= 
wz, 则 由 投射 模 的 定义 即 知 是 投射 模 ， 

(2) 行 弄 是 内 射 模 ， 则 对 任何 gaEHomn(4, MM)， 必 有 TE 
Hom(B,M), 使 co=zn=Hom(m, M)(7), 即 ,0 €Im Hom(», M), 
因而 Hom (wm， 居 ) 是 满 同 态 ， 反之 ， 若 Hom (wy，AMM) 是 满 同 态 ， 
则 对 任何 oc€Hom(4，MH)， 必 有 rEHom(B，MH), 使 v= 
Hom(%, MM) (5) 一 +7， 这 其 实 就 是 内 射 模 的 定义 ， 口 


了 3 下 


由 于 孙子 Hom (一 ,AH) 是 一 个 道 变 加 法 且 左 正 合 函 子 , 所 以 
我 们 可 以 用 5 4 所 述 的 理论 来 从 投射 分 解 导 出 下 om( 一 ， 好 ) 的 石 
导出 图 了 于， 对 这 些 右 导出 函 子 ,我 们 将 用 一 个 特别 的 记号 , 见 

定义 设 好 为 一 个 (固定 的 ) 对 - 模 , 定义 

Extsr(-—, M) = R"Hom(—, M), 
这 里 Bx 声 ( 一 , 胃 ) 中 的 足 码 并 如果 不 会 引起 误解 的 话 (例如 在 不 
府 涉 到 其 它 的 环 时 ) 可 以 省 去 ,而 写成 Ex 训 ( 一 ,六 ). 

于 是 ， 按 照 导 出 沙子 的 定义 ， 若 {P,, dj 是 4 的 一 个 投射 分 

解 ,引用 水 子 Hom (一, 以) 以 后 , 即 得 一 个 上 复 形 


… <— Hom (P,, M) Em HD) Hom( P,_1, M) < 《6 5) 


…<— Hom(P,, M)<— Hom (Po, M)<—0, 
而 Ext(4，M) 就 是 这 个 上 复 形 的 上 同调 群 。 具 体 地 ,我 们 有 
Ext*(A, M) = Ker Hom(d:, MM): 
Ext"*(A, M)= Ker Hom (dr1, M)/Im Hom (ga,, M). 
(6.6) 
当 g EHom: A, B)H, Ext* (og, M). Ext* CB, M)—> Ext"CA, M) 
是 由 go 按 人 $4 中 所 述 的 办 法 引出 来 的 . 
于 是 ,$ 4 末尾 关于 RF"S 的 定理 8 ，9 , 10 ,ft 与 12* 可 全 
部 应 用 于 了 xf( 一 ， 妈 0) 
定理 16 Ext?(4, M)Hom (4, M). 
定理 17 对 所 有 的 n=0, 1 2，…，Ext( 一 ， 1f) 是 道 变 加 
法 函 子 . 
定理 1 大 4>;>0 玫 B 为 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 
< Ext"(A, M) < Ext*(O, M) < Ext"(B, M) 
< Ext" (A, M)<—.: 
<— Ext (4, M)< Ext io M)<— Ext’(B, M) (6.7) 
<- Hom(4, M)<*- Hom (0O, M) 
<— Hom(B, M)<-0. 


dn_1 


定理 1 设 nm， 4 >> Ps —S Ps —>. >Po 一 和 4 为 


nl132.. 


正人 台 列 , P,.1，P,-s,…，Po 为 投射 模 , 则 

(1) Hom(P, ys, M) > Hom (A,, M) —> 了 xt (4 
MM) 一 0 右 正 合 , 千 ，Ext"(4, Mf) 守 Hom(A,, M)/Im Hom(”, 
M). 

(2) 当 onm 宇 1 时 , Extrt+"m(A, M) 二 Ext”"(A,, M). 

定理 如 设 {4,es} 为 任意 的 一 A- 模 集 ， 则 对 n=0，1, 2， 


" Ext"(TI A,, M) <TI Bxt"(A,, M). (6.8) 
再 车 {2M} 为 任意 的 一 Y- 模 集 , 则 对 mn 一 0, 1，2,…, 有 
Ext"(A, I M,) IT Ext"(A, M,). (6.9) 
先 证 引 理 
引 理 Hom (I 4 M) SI Hom (4, M), (6.10) 
Hom CA [Ta = I Hom(A, M,). (6 .11) 


证 设 CO=]] 4 以 rs 消 一 0 表示 上 积 的 定义 中 的 单 同 


态 , 则 当中 EHom(O，a0) 时 ,gsEHom(4， af) ,因而 {gme 
< 有 Hom( A,, M) 由 令 


六 Hom(II 4,, M)— I Hom(A,, M) 


p> {pnea}. 
首先 ff 是 满 的 因为 任 取 o,€Hom(4,,，M)，{oes}€ 
[|] Hom( A,, 以), 则 由 上 积 的 定义 ,用 E 1l 4; 一 六 ,使 o,= $n,、 


次 ,了 也 是 单 的 , 因为 , 如果 对 所 有 的 入 EA 都 有 gm 一 0， 那么 ,由 
于 每 一 个 cEC 邦 可 表 成 有 限 和 C= Zn,(0), EA,, 夏 由 (0) 一 
Znm(a;) 一 0, 即 ,$ 一 9， 既 满 又 单 , 必 是 同 构 . 

关于 (6.11)， 我 们 取 wz，IT1 用; -> MM; 为 积 的 定义 中 的 满 同 
仿 ， 则 当 $E Hom(4, ILM;) 时 , mw,$EHom(4, MM,), 于 是 让 加 
与 {mx} 对 应 ,我 们 得 到 一 个 同 态 


g. Hom{(A, TTW — 1I Hom(A, M,). 

它 是 单 的 ， 因 为 大 % 关 0， 则 至 少 有 一 个 ms 和夫 0, 因而 fr 灶头 0. 
它 也 是 满 的 ， 因 为 对 任何 ocx: 4 一 由 积 的 定义 , 有 路 4 一 
TI 4 使 Ti 中 一 Oy。 L | 

我 们 现在 用 归纳 法 来 证 明 (6.8). 

n 一 0 时 ，(6.8) 式 已 由 (6.10) 得 到 保证 , 因为 Ext?(4, M) = 
Hom(4, M). 

设 n=1， 对 每 一 个 入 EA, 取 短 正 合 列 

N, 5S P, S$ 4,, 

这 里 的 P, 都 是 投射 模 , 于 是 由 上 积 的 定义 , 可 得 交换 图 ， 


Pi -Ai 


| | | (6.12) 


gy -> lip: 一 = >» py 
各 纵 般 头 都 表 上 积 定义 中 的 单 同 态 ， 于 是 (6.12) 的 第 二 行 也 是 一 
个 得 正 合 列 ， 由 定理 19(1), n=1 的 情况 , 有 交换 图 (注意 , I[ 了 
是 投射 模 ) / 
Hom [pi, MD —> Hom (lL Na, M) 一 > Ext (| A1, M) —» Extl HP MM) =0 


| P 
末 Hom(CP2 M) 一 > [J HomCNis, M) 一 和 TT Exti (4 M) 一 > TT Exti CPs, M) =0 
/ (6 .18) 
两 行 均 右 正 合 , 了 与 f 都 是 引 理 中 的 同 构 , 故 由 五 引 理 , 了 ' 也 是 同 


构 . | 
最 后 , 设 w%>I1， 仍 取 上 述 的 短 正 合 列 W， 六 4 风 由 是 


理 19(2) ,以 及 归纳 法 的 假定 ,有 
I Ext"(4,, M) SII Ext" 1(N,, M) se Ext" (LIN,, M) 


Ex 入 (LA4,, M) , 


s 34 ， 


这 个 公式 中 的 最 后 一 个 “ 兰 ? 是 从 (6 .12) 的 第 二 行 与 定理 19(2) 来 
得 到 的 . 6.8) 得 证 . 

对 于 (6.9) , 可 仍 用 归纳 法 , 先 取 4 的 投射 分 解 , 引用 (6.11)， 
用 相 类 似 的 办 法 即 得 ， 口 

附注 上述 引 理 使 我 们 联想 到 以 下 的 三 个 问题 ， 

1. Hom (4, il M,) 与 Hom(4, A 以 ;) 是 否 同 构 ? 


在 4 为 有 限 集合 时 , 这 两 个 群 当 然 同 构 ， 我 们 可 举 一 例 , 说 
明 在 4 为 元 穷 集合 时 , 这 两 个 群 可 不 同 构 .， 让 4 为 可 数 无 穷 集 
售 ,， 半 二 乙 为 整数 环 ; 4 与 4 都 等 于 Z (都 看 成 模 ).。 由 于 
HomZ(Z，@Z) 中 的 元 素 o 是 由 oD 所 唯一 决定 的 ，o fo) ~ 
no (1) nw EZ， 而 且 任 取 wE@@Z， 必 可 让 0(1) =z 得 

o EE Hom(Z, OZ), 
所 以 Hom (Z, 四 Z) 兰 中 ZE 同 理 ， 开 Hom (Z, Z) 侍 IZ. 在 
4 为 可 数 无 穷 集 的 情况 , @Z 与 人 [ZZ 不 能 同 构 ， 因 为 前 者 为 可 数 
集合 ,而 后 者 不 是 可 数 集 合 (实际 上 是 连续 统 ). 

2. 了 om 4,，j) 与 再 om(4，M) ,Hom(T 4,, M) 与 


IT Hom(4,，M) 是 否 同 构 ? 
在 4 为 无 穷 集合 的 情况 , 这 两 对 一 般 都 不 同 构 ， 举 一 个 例 . 
计 { PD1, Da, ”人 ny 0} 为 育 数 序列 ， 六 一 迄 ， 4 一 公 / Dr， Mu 


J1Z/p.Z/OZ/pnZ. Hom (J 4 2) 当然 不 等 于 0 但 在 为 一 方 


3. Hom(4， IIL M;) 与 TI Hom (4, MM; ) 是 否 同 构 ? 


一 般 不 是 ， 仍 取 {ps, psa, …， 1m，…} 为 素数 序列 。 让 4= 
申 Z/mpZ，M,=Z/pZ， 易 知 Hom (Z/pnZ, Z/pmZ) 当 n= 二 m 时 


等 于 Z/p,Z; 而 当 nm 时 等 于 0， 于 是 Hom(4, MM,) 闫 
JI Hom (Z/p»Z, 四 和 /Po ) SL /pnt, 但 是 中 Hom (A， 剧 ,) 竺 


IT Hom(Z/pnZ, ZL/prL ~ L/ Prk, 它们 不 能 同 构 . 
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设 EHoma(M， 工 )， 则 当 ccEHoms(4， 于 ) 时 ，zE 
Hom (4, 万， 我 们 以 r(4) 表 示 这 种 对 应 , 即 ,z(4)(c) 一 rc， 故 
zr(4) EHomZ (Hom(4, 以 ), Hom (4, L)), 因而 zz 是 逆 变 孙子 
Hom( 一 , 以 ) 到 Hom (一 ， 攻 ) 的 一 种 变换 。 我 们 将 证 明 7 是 自 
然 的 ， 为 此 , 任 取 JEHom(4, B), o€ Hom(B, MM), 作 图 

Hom(/, | Jomcs, (7.1) 


Hom(BM) HomcB,L) 


则 因 7z(4)Hom(f, M) (0o)=7(4) (0f) =7o), 
Hom(f, L)7(B)(o) = Hom( f, LL) (ra) = Tof, 

故 (7.1) 可 交换 ,所 以 z, Hom( 一 , 了 M) 一 Hom( 一 , 荆 ) 是 自然 变换 . 
由 $5 的 理论 ,有 导出 变换 rs 了 zt (一 , M) 一 Bxt"(—, 卫 ), n= 
0, 二 2,…。 这样 一 来 , 我们 对 于 任何 4 为 中 - 模 ， 又 可 定义 一 系 
列 的 函 子 Bxtn(h, 一 )， 它 对 任何 MM 取 值 Exte(4，M)， 而 对 任 
何 z: NM 一 也, 取 了 xztr(4d, z) 一 rw(4)。 因 此 有 
定理 路 Hxt*(4, 一 ) 是 共 变 函 子 . 

于 是 Ext”( 一 , 一 ) 是 一 种 “ 双 函 子 ”， 其 中 有 两 个 变量 4 与 
MM， 当 4 固定 时 ,让 M 变 , 则 Extr(4, 一 ) 是 共 变 函 子 ; 让 开 辐 
定 , 4 变动 , 则 了 xf (一 ，M) 是 一 个 道 变 函 子 , 从 表面 上 看 来 , 这 
两 种 孙子 是 用 两 种 方式 定义 出 来 的 , 了 zt (一 ，M) 是 由 Hom( 一 ， 
MM) 导 出 的 ,而 Bxt(4, 一 ) 则 是 由 函 子 变换 来 定义 的 ， 我 们 将 在 
$ 11 中 证 明 , Bxt"(4, 一 ) 也 是 导出 函 子 , 它 是 由 Hom (4, 一 ) 导 
出 的 . 


注意 到 , 当 用 总 工 » 玉 为 短 正 合 列 时 ,车 卫 为 投射 模 , 也 必 
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有 短 正 合 列 Hom(P, M) ~> Hom( 忆 了) -> Hom(P, K), 所 以 
多 子 列 


Hom (一 ，UM) 一 "> Hom (一 ， 思 一 > Hom(—, K) 


对 投射 模 正 合 ， 其 中 ,与 <, 为 相应 的 自然 变换 ， 所 以 由 定理 
13 , 有 


定理 22 设 必 > 工 » 下 短 正 合 ， 则 对 任何 4 恒 有 长 正 合 


列 ( 注 意 Ext?(4, B) =Hom(4, B)). 


解 . 


nu0 CA) wxo lA) 


0 一 Hom(4, M)——> Hom (4, L) ——> Hom(A, K) 


> Exti(A, M) -> Exti(4, DD) -> Exti(h, K) 


an | 


> Extr(A, M) se 了 xin(4， DL) SS Ertr(Ah, EF) 


(7 .2) 
由 此 即 得 
定理 妇 下 列 的 三 句 话 等 价 : 
(1) 4 是 投射 模 ; 
(2) 对 任何 mw%>>0, 任 何必 有 BRxt(4，1f) 一 
(3) 对 任何 凡 , 必 有 Ext*(4, M)=0. 
证 “( 孔 一 (2) 因 4 投射 , 故 0 一 4 一 4 一 0 是 4 的 投射 分 


(2) 二 (3) 当然 . 
(3) 坊 (DD 由 (7.2), 因 Exti(4, 及 ) 一 0, 故 有 短 正 合 列 0 一 


Hom(4, M)-> Hom(4, 用 -> Hom(4, KK) ->0， 从 定理 臣 知 
4 是 投射 模 . 口 


与 定理 23 相对 偶 , 我 们 有 下 列 的 定理 2%， 其 证 明 不 需要 本 市 


的 理论 . 


定理 24 下 列 的 三 句 话 等 价 ， 
(DD) MM 是 内 射 模 ; 


(2) 对 任何 mw>0, 与 任何 4, 必 有 Exip(4，MD) 一 0; 
(8) 对 任何 4, 必 有 Exti(4, M) 一 0. 
证 “GD 之 (2) 取 {P。 du} 为 4 的 投射 分 解 ， 让 4,~Ima,， 


则 有 短 正 合 列 4 六 PP As_1. 因 以 内 射 ， 故 有 短 正 合 列 
Hom (4,_1, MM) >> Hom(P，,，M) -» Hom(4。M)， 于 是 由 定 
理 19(1), Ext*(4, M) =Hom(4,, M)/Im Hom(», MUM) =0, 因 
为 Hom (wm, 用 ) 是 满 同 态 . 
(2) 坊 (3) ”当然 ， 
(3) 坊 ( 了 DD 由 定理 18， 对 任何 4 ;>0 -了 恒 有 Hom(B， 
M)>> Hom(C，M)- Hom(4，M) 为 短 正 合 列 , 故 ML 内 射 . 
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我 们 将 在 本 节 与 下 一 节 中 定义 同调 代数 中 的 另 一 个 基本 函 
子 , 即 , 函 子 @, 或 称 张 量 积 , 并 讨论 由 它 所 导出 的 导出 函 子 
定义 3 设 必 为 右 站 - 模 ,4 为 左 [- 模 , G 为 一 个 加 法 交换 
群 ， 由 对 与 4 的 备 卡 尔 积 MX 人 4 到 @ 一 个 和 $MxA— 
(1) (tm ++) -> ) (mm, a 


(2) EU HH, yf ma, 0) 一 出 (me，aa) 

定义 和 设 册 及 XA4->G 为 一 个 线性 平衡 映射 ， 如果 再 有 

条 件 ， : 
C1 G 是 由 出 的 象 所 生成 的 , 即 ,G 中 每 一 个 元 素 w 都 可 天成 


有 限 和 w= 防风 (ma) 


C9。 对 于 任何 线性 平衡 映射 $, 四 x4 一 是, 必 有 ff G 一 五 


MxA oo 
外 2 (8.1) 
ea f | 
, / 
#2 


则 G 叫做 履 与 4 关于 由 的 张 量 积 , 记 成 M @ 4, 或 者 在 不 会 引 


起 误解 时 , 记 成 肯 @A4, 而 G 中 的 元 素 %w 可 写成 之 m69a. 

我 们 注意 ， 定 义 4 中 @: 与 ;a 这 两 个 条 件 等 价 于 下 列 的 一 
个 条 件 : 

:C9 对 于 任何 线性 平衡 映射 内 天 xX4 一 瑟 ， 必 有 唯一 的 
f: GQ 一 卫 , 使 f= 9$. 

事实 上 ， 符 有 1 与 sa, 但 有 由 = 上 一， 则 因 G 中 每 一 
个 元 素 @2 都 由 出 的 象 生 成 ，2 一 之 出 Go， 万 人) = 之 fi (ms 
Qi) 一 户 (z) 一 之 ja 由 4) 一 之 Pp (ms, ai , 故 广 = 户 . 

反 过 来 ,假定 线性 平衡 映射 由 满足 条 件 @, 人 它 当 然 满 足 条 件 
C3， 设 仿生 G 为 由 上 沙 的 象 所 生成 的 子 群 ,并 在 (8.1) 中 取 瑟 为 
Gm, 0) =m, 0 ), 则 有 f.G 一 ,使 f=， 以 1 家 全 
到 G 的 典 入 映射 , 则 mf 小 =m9$ 一 小 ， 再 作 下 图 

» 


MX A 一 一 一 一 和 他 
一 
| nd | (8.2) 
pa 
” 六 
6 -一 ”一 0, 


一 方面 8 由 一 小 , 另 一 方面 59 小 = 由 ， 由 唯一 性 , 9j 一 se， 所 以 7 
是 满 同 态 , 故 y=G, 即 ,G 是 由 由 的 象 所 生成 的 . 

首先 需要 证 明 

定理 苞 及 4 存在 且 唯 一 . 

证 ”对 每 一 个 mE€ 及, a€ 4, 作 一 个 符号 [mr, a], 并 以 玉 表 
示 由 这 些 符 号 所 生成 的 自由 群 。 以 六 表示 由 卫 中 所 有 形 如 [mw 
+ ma, 8 一 Lm oj 一 Lms, @], [m, @1t a — Lm, @1| — Lm, ca]， 
[ma, gj 一 [m, aa].。 这 样 的 元 素 所 生成 的 目 由 子 群 ， 表 令 G4= 
了 P/N. 定义 出 (m2 一 [Lm,aj (mod 计 ), 则 岂 显 然 是 一 个 线性 平衡 
孔 射 , 而 且 G 是 由 消 的 象 所 生成 的 ， 者 $9: 大 X44 一 瑟 为 任 一 个 
线性 平衡 映射 , 取 f. 了 产 一 里 ,使 三 (卫士 [om @1)) 一 之 土 册 (as ci 
这 个 f 当然 是 群 同 态 , 而 且 入 SKer f.、 所 以 , 这 个 了 将 引出 GQ 
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到 已 的 一 个 群 同 态 几 且 /=d 风 因此 G 是 下 @4. 

如 有 图 (8. 孔 中 的 G 与 互 都 是 天 与 4 的 张 量 积 ， 则 不 但 有 
几 一 几 也 有 g$= 由 因而 fg9= 仙 = gg 他 =g$ 一 由 故 fg= 
EH) gf=86, 所 以 G 与 鼎 同 构 . Lj 

在 G 因 有 由 而 成 为 M@G 时 ， 少 通常 叫做 一 个 张 量 映射 ,而 
G 中 的 元 素 则 称 为 张 量 . 

根据 定义 ,MG 4 有 以 下 的 基本 人 性质: 

(1) maCOa= maa, mEM, ooE4 a EY; 

(2) (Sm) OF 四) -as 


(3) 0a= m0=0; 
(4) MONMUSM, A AA, AAA, 这 里 的 针 按 错 要 可 


看 成 左 %- 模 或 右 站 - 模 ， 

证 取 (8. 了 中 的 G 为 ME@3, 昌 为 MM, $(m, ao 一 maE 1 
这 个 由 显然 是 线性 平衡 的 ， 因 此 有 MO -> ,使 (5 maG 
03) 一 之 m04。、 这 个 当然 是 满 的 ， 因 为 任何 mEM,， (m1 一 
mm 它 也 是 单 的 , 因为 知之 ma) = ma 一 0, 则 这 Oo,= 
之 7mnioiCol 一 0COT= 0 所 以 了 是 群 同 构 . 

其 余 的 两 个 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 口 

(5) 设 & M 一 8， 4 一 44 都 是 模 同 态 ， 则 有 唯一 的 
f: MOA—> MO4' ,使 (m9a) 一 d(m) C6(a)， 这 个 将 表 以 
0c98, 这 仅 是 一 个 记号 , 并 不 表示 张 量 积 。 特别 , 车 4 与 9 都 是 同 
构 , 则 a699 为 同 构 . : 

证 取 (8.1) 中 的 GG 为 MM@4, 互 为 天 的 4 (mm, a)= 
dm) C99(a) 即 得 . | 

(6) 设 必 又 是 左 员 - 模 ,而 且 (Bm)a=Blma), 则 定 6(m@9a) 
= Bm9a 使 MG4 成 为 一 个 外- 模 . 

由 此 又 得 

(7) 设 4 为 一 个 站- 模 ， 吕 是 外 上 的 代数 (有 环 同 态 9. 并 一 
对， 使 6 的 象 合 在 叶 的 中 心 0(3) 内 ， 则 a86=9(w B=B09(@) = 
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pa , 则 8G@4 是 一 个 左 多- 寞 、 
(8) (I M)®A=IIMOS), 
MO TI 4,<I1(MOA,). 
证 ”可取 JT 2, 为 直 和 外 M;, 因 此 每 一 个 2 EM, 都 可 只 


一 地 表示 成 有 限 和 z 一 卫 ms。 mxE M;, 但 只 有 有 限 个 mx 不 为 0 
取 由 《BM;) x 4 一 (@@M,)@4 为 张 量 映射 ,再 定义 和 (四 


MM,) xX 4 > (MA4), 使 只 (之 mm, 0) = > (m0), 则 由 张 量 积 
的 定义 ， 有 唯一 的 f. (BUG4 一 由 (的 4 使 fy=9. 


让 %,. M,C4 一 四 (MM,4) 为 供 入 映射 ， m3: M,C4 一 
MA, 使 (mC9a) =m,CaE 中 M,COA, 则 由 上 积 的 定义 ,有 
9: 中 (M4) 一 由 及 OA, 使 gm 一 mm 易 知 有 9 与 9f 相应 为 
中 (以 .4) 与 四 MEA 的 恒 等 自 同 构 . : 

第 二 个 同 构 是 类 似 的 ， 口 

由 以 上 的 定义 与 性 质 , 在 用 固定 时 , 村 多 一 就 成 为 由 AM 到 
AG 的 一 个 函 子 , 它 把 MM 中 的 4 变 成 WG@4, 同时 又 把 c: 4 一 
B 变 成 sx o: MG4 一 MGDB. 同样 , 当 4 固定 时 , 一 4 是 一 
个 由 MA 到 AG 的 函 子 , 它 把 必 变 成 M@4, 同时 把 7 M -> 工 
变 成 rcos4: MO A —> LOA. 

现在 我 们 证 明 

定理 中 MM 一 与 一 所 4 都 是 共 变 加 法 右 正 合 卫 地. 

证 ”其 共 变 性 与 加 法 性 都 是 明显 的 .现在 只 要 证 明 及 多 一 
是 布 正 合 函 村. 一 名 4 的 情况 是 类 似 的 . 


假定 有 短 正 合 列 
4 六 0 如 (8.3) 
我 们 要 证 
MGQ42E MOO “SF MOB (8.4) 


右 正 合 ， 同 态 szCor 当然 是 满 的 . 为 了 证 明 (8. 邹 在 以 LO 处 正 
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合 ,我 们 取 o: MGC -> DD 为 sx 的 上 核 ， 于 是 ， 由 于 (exCoOr 
(ex 一 sxComm 一 sco00 一 0， 故 有 9: DD 一 MBB， 使 gw= 
Seo 如 图 (8.5) 
CO sO 7 MOB 


MOA————> MOC 
| 来 
人 1 19 (8.5) 
y 


再 当 5E€B 时 , 取 cEO, 使 x(c) 一 50， 定义 $: MxB 一 DD, 
使 (mm, 0) =w(mC9c).。 这 个 由 的 定义 是 良好 的 ， 因 为 若 另 有 
CE0O, 使 (0) 一 5， 则 me 一 c) 一 0，c 一 CEKerm 一 En7， 故 有 
ZE 4 使 94C) 一 0 一， 于 是 ozCoc 一 MaCoc ) 一 (2C9 (ec —e')) 
—=0_ mn) = ws (ma) 一 0 所 以 omGCoc) 一 (m 
Goc)， 这 个 史 当 然 是 线性 平衡 的 ， 所 以 有 六 MB 一 D， 使 
f (mWD) =$m, 0) =w (mo) ,这 里 ww(0) 一 2 / 

现在 证 明 gf 与 fg9 相应 为 M@B 与 DD 的 恒 等 自 同 构 ， 为 此 ， 
任 取 mC9bE MOB, 则 (m0) 一 上 6) =w (mo), 故 gf lm 
0) = gw mV) 一 (eux OF) (mC) 一 mm (0) 一 CO 所 出 
gj 一 sxeas. 另 一 方面 ， 任 取 mC E MEOO, 则 fgw (me) 一 
fgf (mWD) 一 exeas(mcoD) =f mVD) = wom) ,所 以 Jo 一 o. 
但 w 是 满 同 态 ,由 右 消 去 法 ,fg 一 sb， 因此 g 是 同 构 , sCr= yo， 
故 scom: WeoC 一 MGB 也 是 sx 的 n 的 上 核 ，(8.4 在 MGO 处 
正 合 . 口 

其 实 , 所 有 如 几 一 与 一 4 这 样 的 函 子 已 经 了 到 尽 了 由 2M 
村 忆 到 AG 的 所 有 共 变 加 法 右 正 合 函 子 。 见 下 面 的 Watts 定 
理 . 

定理 2 ”对 于 任何 一 个 由 MM 到 AG 的 共 变 加 法 右 正 合 函 
子 刀 , 有 右 并 -模型 ,使 不 与 函 子 亚 扣 一 自然 等 价 . 

证 把 沁 本 喘 看 成 一 个 左 中 - 模 ， 则 三 GD = 用 是 一 个 加 法 
交换 群 ， 我们 先 把 型 定义 成 为 一 个 右 中 模 . 为 此 , 当 a€E 中 时 ， 
定义 ge. 并 一 外 使 押 ec) 一 aa， 则 内 是 一 个 由 左 中 - 模 中 到 其 
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自身 的 一 个 模 自 同 态 . 于 是 了 go 就 是 由 于 到 其 自身 的 一 个 群 日 
同 态 ， 任 取 aE€ 半 ,mE 有 H, 定 义 ma= 了 9po(m), 则 
mt) = Ppatroa mMm) = Fpa, tpo,) Cm) 
= (Peat Poa) Cn) 一 万 ge (m) + Pas (m) 
-= TVX + NOLg; 
(me) a= Pa (Mo) = FOaF ba, (Mm) z 
= (papo) 1m) = Ppa mM) = I (0109) 
(mma) oe= Fa Mima) = FOa Mm) + FOa na) 
= MC Mad. 
所 以 性 是 一 个 右 半 ~- 模 

其 次 ,对 任意 的 一 个 左 江 模 民 ， 我 们 来 定义 一 个 线性 平衡 映 
轴 f. 用 X 导 一 了 (六 )、 为 此 ,对 于 >zE 王 ,我 们 定义 do: 对 一 瑟 ， 
使 ge(o) 一 aw， 因 而 Bs 是 左 %- 模 站 到 工 的 一 个 模 周 态 ， 于 是 
Fo9r 是 以 (二 了 VA) 到 了 (XX) 的 一 个 群 同 态 ， 对 于 EMM, EX， 
定义 天 朋 X 了 六 一 了 (XT), 使 fm, 2) 一 了 go (mm) ES)， 央 为 

了 (ai 十 Mpa， 十 oa) = Pho re (ad 十 za) 
= Fore MD) 十 五 中 oo (Ma) 
一 站 god) + Phe, (ma) + Epo (ma) 十 五 区 (ms), 
f (ma, v) = Pho mo) = Poe (FPalm)) 
do) = FPapa) (m) 
= Fhos(m) fm, or). 
所 以 了 是 线性 平衡 的 . 

最 后 ， 由 张 量 积 的 定义 ， 有 唯一 的 rz: 阴 CX 一 了 (了 )， 使 
Tx(mO9z) = 了 qe(m)， 因 此 , 5 是 由 梢 了 于 及 一 到 孙子 了 的 一 个 
变换 . 我 们 要 证 明 它 是 自然 的 ， 为 此 , 任 取 o， 和 -> 了 ， 则 当 
mCOrEC MGOA 时 ， 

F (oTx (MOT) = FPG) F 9am) = PF (GPe) (Mm) = Fos mm), 
Ty (EM)0) (MOF) = Tr MOGL) = Fhre Mm) , 
,有 交换 图 


了 和 
MOOX ~ FUX) 


“eo| Je (8.6) 


Ty¥ 


MOY F(Y) 


故 立 是 自然 变换 , 

还 需 证 明 每 一 个 zx 都 是 同 构 . 为 此 , 先 设 马 = 对 (看 成 2%- 
模 ) ， 则 M@A=M, FD) =M, 而 且 v(mOa) = mad1) = 
Fpi ma) = 了 er (me) =me, 故 Te 为 同 构 ， 其 次 , 设 于 为 自由 模 ， 
则 因 自由 模 是 许多 % 的 直 和 , 了 一 BL 故 M@X = WO 
四 MOAs@DFQD, 所 以 在 交 为 自由 模 时 ，rzx 也 是 同 构 。 最 后 ， 
设 革 为 任意 的 半 - 模 . 取 右 正 合 列 

B->A~—» 天 ， 
其 中 4 与 B 都 是 自由 模 ， 从 (8.6) 得 交换 图 


MB MOA ———> MO 
| | | 

(8.7) 
ECB) 一 一 一 一 > 下 (4) 一 一 一 > F(X) 


两 行 均 右 正 合 , ra 与 v4 均 为 同 构 ,由 五 引 理 《右边 再 添 两 对 0) 知 
vx 也 是 同 构 ,定理 全 部 证 毕 . 


$9 平坦 模 


定理 26 告诉 我 们 , 函 子 MG@ 一 与 一 @4 都 右 正 合 , 但 一 般 
说 来 ,这 两 个 函 于 都 不 左 正 合 ， 举 一 个 例 ， 取 并 一 Z 为 整数 环卫 
为 由 一 元 8 所 生成 的 无 穷 循环 群 ，4 是 由 35 所 生成 的 无 穷 循环 
群 , 它 是 好 的 子 群 ， 以 M 表示 由 0, 4 与 2% 这 三 个 元 素 所 组 成 
的 三 元 循环 群 ,3 一 0， 易 知 , 必 @4 与 MGB 都 与 M 同 构 , 因而 
都 不 等 于 0， 让 人 4-> 卫 为 嵌入 映射 ， 因 而 是 单 同 态 ， 但 cx 


和。 


却 等 于 0， 它 把 玉 GO4 中 的 每 一 个 元 过 都 映 成 族 CEB 中 的 0 (在 
MO A 中, m35 关 0, 但 在 MB 中 ,2zQ835 一 3zQ 一 08b=0). 
这 时 函 子 计 Q 一 不 是 左 正 合 的 . 

定义 5 如 果 函 子 MK@ 一 左 正 合 ， 则 1 叫做 一 个 平坦 右 中- 


寞 ， 同样, 如果 函 子 一 @4 左 正 合 , 则 4 叫做 一 个 平坦 左 %- 模 . 
若 一 个 右 中 - 模 M 的 所 有 有 限 生 成 的 子 模 都 平坦 , 则 M 本 身 
也 平坦 ， 事实 上 , 若 oc: 4 -> B 是 单 同 态 , 而 ex@o: M@A4 一 


MO@B 却 不 是 单 同 态 ， 必 有 总 ma EMO@A 不 为 0, 但 是 它 被 映 


射 sux@o 映 到 M@B 的 象 却 是 0, 即 ,2mw@o (a) = 0， 于 是 ,由 
ms, ms,…， ma 所 生成 的 子 模 Mi 不 能 是 平坦 的 
定理 28 ”了 I M， 是 平坦 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 都 是 平坦 的 . 


证 ”由 基本 性 质 8, I MAT MOA). 车 ac,. A->B 
为 单 同 态 , 则 有 交换 图 
LD M14 Lv:®4) 


| | (9.1) 


Hau.®s 由 (mM: 8B) 


两 条 纵 第 头 都 是 同 构 ,所 以 两 横 第 头 中 车 有 一 个 是 单 同 态 , 另 一 个 
也 必 是 单 同 态 . 口 

由 本 定理 易 得 下 列 重要 的 

定理 29 ”投射 模 必 平坦 . 

证 ”首先 证 明 ， 环 虹 本 身 不 论 是 看 成 左 中 - 模 或 右 - 模 都 是 
平坦 的 ， 事实 上 ,3@4 中 的 任 一 个 元 素 都 可 写成 1@a, 1 是 中 
的 单位 元 ， 让 4€4 与 1@aEN@4 相对 应 ， 这 给 出 了 4 与 


4Co94 的 网 构 ( 基 本 性 质 (4))、 所 以 , 窜 0: 4 一 8 是 单 同 态 , 则 


eno 


CA 一 一 半 C9B 也 必 是 单 同 态 ， 
其 次 , 自由 模 是 许多 个 站 的 上 积 ， 由 定理 28， 自 由 模 是 平坦 
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模 
”最 后 , 自由 模 是 投射 模 的 直 和 , 故 再 由 定理 28, 投射 模 是 平坦 
模 ， 口 

现在 我 们 来 讨论 平坦 模 与 内 射 模 的 一 些 关 系 ， 以 及 其 进一步 
的 性 质 . 

为 此 ,我 们 假定 外 与 如 为 两 个 环 , MM 为 一 个 吧 ，9D - 模 ， 即 ， 
左 轴 右 站 - 模 ,如 为 左 吕 - 模 , 则 当 fEHoma(M, ), a€E 站 时 ,车 
定义 (af (m) 一 (moe) ,那么 , Homs (M, 召 ) 就 作成 一 个 左 中 - 模 . 
又 当 4 是 左 中 - 模 ,BE 见 时 ,定义 8(mQa 一 Bm@a， 则 M@4 


是 一 个 左 出 - 模 ， 这 三 个 模 劲 , 恕 与 4 有 下 列 引 理 中 所 表达 的 天 
系 . 
引 理 1 相伴 性 定理 ) 有 和 群 同 构 
w. Homa (4, Homy(M, £))—> Homy (MOOA, EB) 


p> (9.2) 

$b) mm) = ma) EB. 
证 设 $EHomzx(4，Homas(AMM, 加) )， 则 对 任何 gcE4， 
$a) E Homy(M, EB), 了 PH $m) (mm) =eE BW PS) (Fm) 
PAC (mi) EB. 又 当 aEUN, $la8) mn) = (oP (0)) (Mm) = 


$(@) (ma) ， 因 此 ,$ 实际 上 是 用 x 4 一 如 的 一 个 线性 平衡 映射 
所 以 ,由 张 量 积 的 定义 ,有 唯一 的 M@4 > 如, 使 汕 一 ,这 里 
由 用 XxX4 > MM@A4 为 张 量 映射 。 以 表示 四 与 了 的 这 种 对 应 . 
由 关系 式 g(a) (m) 一 了 (m@4) 知 给 出 了 一 个 群 同 态 ， 这 个 同 态 
是 满 的 ， 因 为 任 给 一 个 JEHoms (MG@4, 恕 ), 可 取 四 一 f 沙 为 由 


Mx4 一 五 的 一 个 线性 平衡 映射 . 它 也 是 单 的 , 因为 f=0 当 且 
仅 当 $=0. 口 

(9.2) 式 的 双方 对 于 范畴 XM, M&A， 与 办 M 提出 了 它们 到 
AG 的 三 对 沙子 ,它们 是 Homs( 一 , Homx (MM, E)) 与 Homw(M 
C9—, BE); Homs (4, Homs(—, 如 )) 与 Homsyg(—4, BB); 以 及 
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Homy (4 om 和 一 )) 与 Homo(MNG4 一 )， 前 两 对 是 逆 
变 的 ,后 一 对 是 共 变 的 .由 Hom 与 加 的 性 质 , (9.2) 中 的 w 对 每 
一 对 都 是 自然 同 构 (在 4， 玉 ,， 劝 这 三 个 变量 中 ， 固 定 其 中 的 两 
个 ,让 第 三 个 变 ), 所 以 上 述 的 三 对 了 荡 子 ,每 一 对 都 是 日 然 等 价 的 . 
我 们 将 在 本 节 末 尾 的 附注 中 解释 本 引 理 叫做 相伴 性 定理 的 原 
因 . 
由 相伴 性 定理 我 们 可 得 平坦 模 与 内 射 模 的 一 些 关系 : 
“定理 30 若 戏 是 平坦 右 半 模 ， 且 是 ( 治 , 站) 双 模 ， 如 是 内 英 
左 汰 - 模 , 则 互 oma (CM, 加 ) 是 内 射 左 并- 模 . 
证 设 有 息 >>> BO 为 左 半 - 模 的 短 正 合 列 , 因 至 平坦， 故 有 
短 正 合 列 MG4 MGB -» 和 CO, 又 因 吾 内 射 ,有 z 
Hom (MCYO, HBH)»> Hom (MB, BE)—» Hom(M Oh, 已 ) . 
由 相伴 性 定理 ,得 到 短 正 合 列 
Hom(O, Hom(M, 8E))»> Hom(B, Hom (M, )) 
~—» Hom(A, Hom(M, BE)). 
所 以 Homae(M,， 台 ?是 内 射 左 站- 模 ， 口 
.车 取 定理 30 中 的 由 为 了 如 为 Q@/Z， 这 里 的 Q 是 有 理 数 所 
组 成 的 加 法 交换 群 (因而 是 Z- 模 )， 则 定理 30 的 道 命 是 也 是 正确 
的 . 
定理 81 右 %[- 模 1 是 平坦 的 , 其 充 要 条 件 是 Homz (JU， 
Q/ 之 ) 为 内 射 左 %- 模 . (注意 ,这 里 的 和 有 两 用 , 既 作 为 整数 环 , 又 
是 加 法 交换 群 , 即 , 乞 - 模 ). 
证 ”必要 性 得 自 定理 30， 因 Q/Z 是 可 除 的 ， 因 而 是 内 射 到- 
模 . z 
““ 反 过 来 , 设 4 淮 BS 0 虽 得 有 正 合 列 
2 的] 


NMQ4 一 > MOB —» MOO (9.3) 
与 正 合 列 
| Homa (0, Homz (M, Q/D)) 

Homar (B, Homnz (MM, Q/Z)) (9.4) 


~» Homa (A, Homz (M, Q/2)). 


« E47 * 


因而 由 相伴 性 定理 , 有 
Homz (MCO, Q/T) »> Hom (MO B, Q/T) 
~» Hom: (MO@A, Q/D), 

这 里 当 JEHom(M@4, Q/Z) 时 , 有 gEHom(M@B,Q/Z) ,使 
fg(s@n)， 如 果 (9.8) 不 左 正 合 , 必 有 0<*zEM@A4, 使 (s@”) 
z=0.， 让 于 为 由 % 所 生成 的 循环 群 。 若 子 的 阶 为 co， 则 定义 
户 (o) 一 本 +ZEQ/Z, 若 站 的 阶 为 mw 则 令 户 (z) 一 二 +ZEQ/Z， 
即 , 户 为 和 到 @Q/Z 的 群 同 态 ， 由 于 Q/Z 是 内 射 模 , 有 f: M@4 
一 Q/Z, 使 Fo) 一 户 (z) 关 0、 但 fo) =g(s 的 1m) (o) 一 0 矛盾 、 所 
以 (9.3) 左 正 合 , 故 是 平坦 模 ， 口 

:我们 现在 令 述 并 证 明 平坦 模 的 一 个 判定 法 . 

定理 323 右 %- 模 M 是 平坦 的 , 其 充 要 条 件 是 对 外 的 任何 一 
个 有 限 生成 的 左 理想 4, 映射 

| g. MA -> MA 
ICOar> mG 

是 一 个 群 同 构 . 此 条 件 满足 时 , 对 任何 左 理想 4' (不 限于 有 限 生 
成 的 ) ,g; 必 @4' -> MA4' 也 是 同 构 

证 必要 性 设 杂 平坦 ,4 一 3 为 嵌入 映射 , 则 

EMOm, MOD4 一 > MOOAM 

是 单 同 态 ， 于 是 由 交换 图 


(9.5) 


(9.6) 


MO EM 


M@4 
| | (9 .7) 

MA ”一 一 一 一 MM 

以 及 两 横 箭头 都 表 骨 入 映射 , 知 g 必 是 同 构 ， 这 里 并 未 用 到 “4 是 


有 限 生成 的 ”这 个 条 件 . 
充分 性 ”我 们 首先 证 明 , 如 果 (9.6) 中 的 g 对 于 有 限 生成 的 左 
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理想 4 是 同 构 ， 它 对 于 任何 理想 4 也 必 是 同 构 ， 为 此 ， 假 定 有 
6 dz, *, EA', 0¥Z ma ENGQ4， 但 (20nco9at) 一 
之 mm 一 0， 我 们 以 4 表示 由 ca，…，dn 所 生成 的 左 理想 , 则 


有 交换 图 
HG@4 一 2 NM@7 
| | ; (9.8) 
M4 六 MA 


7 与 9 为 相应 的 风 入 映射 ， 左边 的 g 根据 所 给 条 件 是 同 构 。 让 
v= mm EMCOA, v0. 于 是 , 0Fw = ng (8) = 7 2 Mio = 
之 ma EMA’.， 但 g(ex69n) ( 轨 一 之 mat EMA' 且 等 于 0. 了 矛 
盾 . 
因此 , 对 于 六 的 任 一 左 理 想 4，(9.6) 中 的 g 是 一 个 同 构 , 故 
Cr， MA—>M 
ma> moaEMACM 
是 群 的 单 同 态 ， 取 召 =Q/Z, 它 是 一 个 内 射 之 - 模 , 故 
0o'. Homz (M, FB)-—> Homz (MOA, EB) 
hr> ho 
为 满 同 态 (定理 15(2)). 由 相伴 性 定理 , 有 同 构 . 
0. Homz (MA, BE) —> Homa(A, Homz (M, EF)) 
fP9, : 
这 里 f (ma) = $0) (m) ER. 
考虑 Homx (A ，Homz (MM, 召 )) (注意 ,Homz (M, 加 ) 是 一 个 
左 A- 模 ). 当 炎 €E Hom (并 , Hom (M, BE)) 时 , ¥y (0) =o) (1) € 
Hom( 4 ， 瑟 ) ,于 是 让 
7: Hom (3, Hom (M, £8))—> Homz (M, E) 
vr> wb), 
则 7 为 同 构 。、 再 者 , 当 a Em € M 时 , a (1) (m) = (1) (mo) 
+ 149» 


(9.9) 


(9.10) 


(9.11) 


EB. 这样 一 来 ,就 有 

bo'T:. Hom (3, Hom(M, DB)-> Hom(4A, Hom(M, EF)) 
为 满 同 态 ， 于 是 , 任 取 EHom(4，Hom (M， 有 )), 必 有 二 € 
Hom Y{, Hom (M, E)), 使 p=00’T(W) 一 OH =0(w(1)o). 
由 (9.10), 这 表示 (Dg) (mC) 一 由 (oO (mm) GE 大， 但 人 Da) 
“m90) = 出 (1) (me) 一 ay (mw)， 因 mr 是 任意 的 ， 故 $(@) = 
ay 人 IT) .这 说 明了 , 对 任何 $， 4 一 Homz (及 ,EB), 必 有 W 并 一 
Homz (MM, 加 ) ,使 对 任何 a€ 4, 有 由 (@) 一 (0) .由 Baer 判别 法 ， 
Homz (M, 如 ) 是 内 射 模 .再 由 定理 31， 履 是 平坦 右 半 - 模 ， 口 

推论 。 MH 是 平坦 右 站 - 模 , 六 为 其 子 模 , 则 人 /AN 平坦 的 充 要 
条 件 是 对 任何 有 限 生成 的 左 理想 4, 恒 有 


NA=MANN. 
如 此 条 件 上 有 具备 , 则 对 任何 左 理想 4, 也 有 此 条 件 . 
证 从 短 正 合 列 
N»>M MI/N 
得 交换 图 


Na4 SL MGA MNOGA 
| | | / (9.12) 


此 | 
(Ong MING 


NA _? >。 MA 
图 中 的 两 个 9 都 是 (9.6) 中 的 9 左边 的 9 是 满 同 态 ， 中 间 的 是 辣 
构 ,7 ”是 甬 入 映射 ,上 一 行 右 正 合 , 下 一 行 短 正 合 ， 所 以 
M/NOASMA/NA. 
因此 ， 由 定理 32，M/N 是 平坦 模 的 充 要 条 件 是 CM/N)4s= 
M4/NA. 但 由 同 构 定理 
(M/N)AMAT+N/NSMA/MANN. 

而 MA/NA4 二 A/MANN 的 充 要 条 件 是 N4=M4IMnN ， ( 注 
意 NACMANN) 品 

定理 29 告诉 了 我 们 , 投射 模 必 平坦 . 我 们 现在 用 定理 红 来 
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; + 
” 西 “他 


bE pg _ 一 ， 
， “i 于 


举 一 个 例子 说 明 平 坦 模 未 必 投 射 。、 取 并 =Z 为 整数 环 ,， 为 可 数 
无 穷 多 个 Z 的 直 积 ， 吧 ，M 中 每 一 个 元 素 都 是 己 上 的 一 个 无 穷 序 
列 taz，aa，…， an 人 EZ， 对 之 的 任 一 理想 4( 它 是 一 个 主 
理想 ) ,Me04 ~> 腑 4 显然 是 一 个 同 构 , 所 以 MM 是 平坦 汇 - 模 .但 
在 第 二 章 8 9 中 我 们 已 经 证 明 , 这 个 性 不 是 投射 模 , 

为 了 研究 平坦 模 何 时 投射 的 问题 ,我 们 取 

定义 6 知 对 一 个 模 ( 左 并- 模 或 右 半 - 模 ) 用 有 短 正 合 列 


0 一 和 -> 万 一 NM 一 0， (9.18) 


入 与 五 都 有 限 生 成 , 且 了 了 为 有 限 生成 的 日 由 模 ， 则 称 及 可 有 限 
表现 (也 称 有 限 相关 ). 

有 限 生成 的 投射 模 必 可 有 限 表现 岗 .， 事实 上 , 车 投射 模 卫 由 
mi，ma，…，mMmn 生成 , 可取 了 为 定义 于 {wi，%ma,…， zn} 上 的 目 由 
模 . 取 x. 了 一 了 为 满 同 态 ,并 让 入 ==Ker ww, 则 因 F=N 各 PP, 有 
满 同 态 zw: 太一 入 ;于 是 ww ca， …，m wmw 将 生成 必 . 

我 们 有 

定理 833 可 有限 吉 现 的 平坦 模 必 是 投射 模 . 

本 定理 事实 上 是 下 列 引 理 的 推论 . 

引 理 2 设 (9.18) 中 的 好 是 平坦 右 3- 模 , 了 为 定义 于 {wy 


ze， …，2n 上 的 自由 模 ,?7 为 嵌入 映射, 则 对 全 中 任何 有 限 个 元 素 


ui， …， Ds, 必 有 模 同 态 c:; 四 一 人 ,使 (oa 一 0 全 1 2，…， 
8. 

证 ”用 归纳 法 . 

设 8=1， 假 定 儿 一 2 wo, EU， 以 4 表示 出 Qi, 6s, *…*， 0 
所 生成 的 左 理想 ， 则 因子 与 都 平坦 ， 故 由 定理 832 的 推论 ， 
viEFANN=NA, 所 以 有 WW Vea, …, WEN, 使 和 = 之 Wos。， 令 
O40) 一 则 ci 为 到 到 六 的 模 同 态 , 且 aa(oz 一 人 5， 

设 s>1, 用 上 述 方法 定义 一 个 06: 了 一 入 ,使 0sbv) 一 2。， 令 
vi 一 一 Gs (WV) ,由 归纳 法 的 假定 有 0; 四 一 站， 使 (6 一 好 
最 后 , 当 w%EF 时 , 定义 (82) 一 0s(2) 十 0 (ww 一 g0(m))ENW。， 吻 知 

。 5}e 


5 是 也 到 VW 的 模 同 态 , 而 且 当 多 =1, 2,…, 8 时 , (ww 一 0 口 

车 取 21，%2s, …，%s 为 (9.13) 中 人 V 的 生成 系 ， 则 取 引 理 中 的 
0, 注意 到 FC90 = 二 4 是 嵌入 映射 ), gn) 一 co = 二 4, 故 Gy 一 
sw，《9.18) 可 裂 , 所 以 为 投射 模 ， 明 所 和 欲 证 . 

附注 1 在 88 中, 我 们 曾 证 明 张 量 积 的 基本 性 质 (8)， 
(J1 MASTI MA). 我 们 将 应 用 本 节 的 定理 来 举 一 个 例 
子 , 用 以 说 明 换 下 为 开 ， 同 构 式 一 般 是 不 成 立 的 .为 此 , 我 们 取 
半 二 乙 为 整数 环 ,Q 为 有 理 数 的 加 法 群 . 作为 忌 - 模 ,Q 是 平坦 的 , 因 
为 对 之 的 任 一 理想 BB( 它 是 一 个 主 理 想 ),y. QB -> QB=Q 必 是 
同 构 ， 取 {pPi，2a，…，2r，…} 为 素数 序列 ，M =Z/pPo 和 首先， 
MG@Q- 0 因为 当 "EMow EQ 时 ,2@ 2 Dp 
9/ppn 一 0@9/pps 一 0， 所 以 ILCM.@Q) 0， 其 次 ,让 M=TLM， 
则 M 中 任 一 个 元 票 都 是 一 个 序列 {21， Ta, ***, Vn, …}, vn EM,, 
任 取 mE€Z， 在 上 映射 研一 以 ,中 ， 设 mw 取 象 为 [mj,， 让 mw 对 应 
{Em]ji， [mla,…}ETIM,。 这 种 对 应 提供 了 一 个 单 同 态 5. 一 
TI AM, 由 于 @ 是 平坦 Z- 模 ,COse: ZOQ— IT MOQ 是 单 同 态 . 
因 和 GO04 宕 六 天 0, 故 开 以 ,OQ 下 0, 它 当 然 不 能 同 构 于 (M,CO8) 
= 0 

附注 2 D. M. Kan 于 1958 年 在 他 的 一 篇 论文 9 中 首先 提 
出 了 相伴 医 子 的 概念 . 此 概念 源 出 集合 论 中 的 所 谓 指 数 律 ; 设 
4,B, C 为 三 个 非 空 集合 , 4xB 为 4 与 B 的 笛 卡 尔 积 ， 则 有 等 
价 映射 

w. S(A, S(B 0)-—> 5S(4xB, oO) 
p> (9.14) 
Ja) (2) = f(g, 0) =eEO. 

在 集合 论 中 仿 (B, CO) 常 表 以 05, 故 (9.14) 称 为 指数 律 .((9.14) 与 
(9.2) 多 么 相 象 ! ) 让 B 固定 ,我 们 可 以 定义 两 个 了 溺 子 ,了 了; 让 4 对 


+ 1 ， 


应 4xB, 另 一 个 是 GQ; 让 0 对 应 S(B, 0) ,那么 , (9.14) 可 改写 成 
w. SsS(A, G(0)) -> Ss(F(A), O). 

推广 这 个 概念 ,我 们 有 相伴 函 子 的 定义 ， 

设 C 与 C 为 两 个 范畴 , 函 子 PC ->C' 四 做 GCC' ->C 的 左 
相伴 函 子 , 如 果 对 C 中 的 任何 对 象 4, 与 C' 中 的 任何 对 象 O, 恒 
有 自然 等 价 

€(A, G(O) SE (FA), O. | 
联系 到 (9.3) , 若 让 了 -一 @B, GHom(B, 一 ) ,我 们 看 到 ， 
万 恰 是 G 的 左 相伴 函 子 . 


S10 林子 Tor 


由 $8, Mo 一 与 一 多 4 部 是 共 变 加 法 右 正 合 函 子 ,所 以 都 可 
以 按 投射 分 解 来 导出 它们 的 导出 函 子 . 由 到 @ 一 所 导出 的 函 子 
将 表 以 记号 Tor,( 导 ,一 ), 而 由 一 4 所 导出 的 导出 函 子 将 表 以 
记号 Tor, (一, 4). 我 们 将 看 到 , 对 于 任何 右 中 模 履 , 与 任何 左 
JU- 模 4, 恒 有 Tor,(M, 4) 兰 Tor (M, 4), n=0, 1,，2, 3,…, 所 
以 , 后 者 上 面 加 一 横 杠 事实 上 是 不 必要 的 . 

按照 导出 函 子 的 定义 , 任 取 4 与 到 的 投射 分 解 


> sp, _1—> ~—> Pi—> Po-»A, (10.1) 


.. > OQ, 0, 1 > > QQ» M, (10.2 
则 得 两 个 复 形 


.> MOP, Em COdn 


-一 一 一 MOOP 1 一 > … 一 MPo—> 0, | 
(10 .3) 
On (oO8 a 


re AR We SAN We Q.®4 一 0， (10.4) 
于 是 

Toro(M, A) =CoKksxCoda， (10.5) 
Tor,(M, A) = KereuyCod,/ImevyCOdssi, 1>0, | 
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Toro(M, A) = Oo0kO084, 

Tor, (NM, A) = 区 era,GQsi/Ima Ge mn>0. 
把 $4 中 的 定理 8 一 12 引用 于 Tor,( 必 , 4) 上 , 即 得 
定理 蛤 (1) Toro(M, 4A) = MCA; 
(2) 若 4 是 投射 模 , 则 当 nn 之 1 时 ,Tor,(M, 4) 一 0 
(3) 大 B,»>0 一 4 是 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 

“> Tor, MM, B) — Tor,(M, 0) -> Tor, (M, A) 
一 Tor,-1(M, B) 


(10.6) 


(10.7) 


NOB > MOO > MOAS 0 
(4) 设 在 (10.3) 中 , 取 4,=Imgd,, n>0, 则 有 左 正 合 列 
0 -> Tor,(M, 4A) -> MO A,—> MOCOP 1; 
(5) 4，, 的 意义 同上 , 则 当 % 宇 1 时 ， 
Tor 0(M ， 4) Tor, (CM, A,); 
(6) 右 儿 盖 卫 之 1 形 为 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 ; 
-> Tor, (N, A)— Tor, (L, A)—> Tor, CM, 4) 
~—> Tor,_i(N, A)—> Tor, 1(L, A)-—> Tor,_1(M, A) 


(10 .8) 
~—> MOA—> LOA—> NOA—>0. 
证 (1)，(2), (3)，(4)，(5) 诸 条 不 过 是 定理 8 一 12 的 具体 
化 ,无 须 再 证 . 
关于 (6), 只 要 注意 , 投射 模 必 平坦 , 故 当 到 盖 了 天时 ,也 
必 有 短 正 合 列 以 OP。>LEP, 一 NCP,.。 再 由 定理 4, 即 得 
(10.8). 口 
推论 。 若 n>1, 且 (10.7) 中 的 0 是 投射 模 , 则 
Tor, (M, B) Tor,ri(M, 4A). 
事实 上 , 由 定理 84(2), Tor, (MM, 0) ~=Tornti( 关 ,0) 一 小 故 
由 (10.7) 得 正 合 列 
0 —> Tor, (M, B)—> 'Lor,_i1(M, B)— 0. 日 


定理 35 对 于 一 个 右 %- 模 到 ,下 列 的 三 句 话 等 价 : 
(1) M 是 平坦 模 ; 
(2) 对 任何 左 时 - 模 4, n>>0, Tor,(M, A) =0， 
(3) 对 任何 左 多- 模 4，Tor (CN，4) 一 0 
证 (一 (2 取 {P。 ad 为 4 的 股 射 分 解 ， 于 是 Ps …> 
一 > 在 二 处 正 合 . 因 寻 平坦 , 故 
MEOPr > MOP, —> MO P, 
在 以 CP 处 正 合 ,所 以 Tor,(M,，A4) 一 0. 
(2) 过 (3) ”当然 
“(3) 坟 (1) 任 取 一 个 短 正 合 列 
0 一 卫 一 OO 一 4 一 0， 
因为 Tori(l ，4) 一 0, 故 由 (10.7) 得 正 合 列 
0 一 Mo 一 Ho 一 Mod4 一 0， 
所 以 用 为 平坦 模 ， 口 
出 于 一 的 4 也 是 共 变 加 法 右 正 合 函 子 , 所 以 由 导出 次 子 的 理 
论 , 我们 可 对 Tor, 得 出 完全 相 类 似 的 定理 , 此 处 不 再 叙述 . 
定理 36 对 于 任何 右 名- 模 与 左 多 - 模 4, 恒 有 
Tor(M , 4) 兰 Tor(M 4)， n=0, 1, 2,..., (10.9) 
证 对 % 归 纳 . 
设 n=0. (10.9) 的 左右 双方 这 时 都 等 于 型 @4, 故 本 定理 在 
n=0 的 情况 但 证 . 
设 wn=1， 取 (10.2) 为 到 的 投射 分 解 ,并 让 Mi 一 Im at 则 有 
短 正 合 列 
Ma >eo —» MM, (10 .10) 
因 Qo 为 投射 模 , Tori(Qo 4) 一 0, 故 由 (10.8), 得 正 合 列 
0> TO (Md, A)—> MOA > WYOA—> MOA—0. 
(10 .11) 
现在 考虑 函 子 Tori( 一 , 4)， 对 于 (10.10) ,我 们 有 长 正 合 列 
z 人 


> Tors 4 一 CN A)—> MSA 
—> Qo A ~—> MOOA—>0. (10 .12) 
因 Qo 是 投射 模 ，Tori (Qo，4) =0， 再 与 (10.11) 相 比 较 ， 即 得 
Tor (M, A) eTor; (M, A). 
最 后 , 设 mw>1， 取 (10.1) 为 4 的 投射 分 解 , 并 令 Ai= Im ai. 
由 定理 34(5)，Tor(W,，4) 兰 Tor xi(M , 41). 另 一 方面 , 取 短 
正 合 列 / 
~ 41>> Po—» 4, 
则 因 Po 是 投射 模 ,Tor, (于 ，Po) =0, 故 有 正 合 列 
0=Tor,(M, Po)—> Tor, (M, A) 
—> Tor,_1(M, Ai1)—> Tor,1(M, Po) =0. 
于 是 Tor (M, 4) = Tor,_1 (M, A1). 
所 以 , 当 Tors1(M, A1) Tor, 1 4) 时 ,也 必 有 Tor (MM, 4) 
sTor,(M, A). ODO 
因此 ，Tor, (MM, 4) 有 两 个 定义 ， 一 是 先 取 4 的 投射 分 解 
(10.1) ,再 作 复 形 (10.8), 然 后 求 其 同调 模 ; 另 一 个 定义 是 先 取 好 
的 一 个 投射 分 解 (10.2) ,再 作 复 形 (10.4 和 ,然后 求 其 同调 模 ， 定理 
36 告诉 我 们 ,这 两 个 定义 是 等 价 的 , 即 , 用 两 种 方法 所 求 的 同调 模 
是 同 构 的 . 
下 列 推论 再 给 出 平坦 模 的 一 个 充分 必要 条 件 . 
推论 1 右 史 - 模 1 是 平坦 的 ， 当 且 仅 当 对 任何 左 咏 模 .4 
及 任何 以 及 为 第 三 项 的 短 正 合 列 
NL»M, 
恒 有 短 正 合 列 
NA»> LOA -» MOA. (10.18) 
证 必要 性 由 定理 35，Torl( 4 ，4) 一 0, 再 由 定理 84 (6)， 
得 (10.13)， | / 
充分 性 ” 取 短 正 合 列 (10.10), 因 Qo 为 投射 模 因 而 是 平坦 模 ， 
帮 由 定理 85，Tori(Qo 4) 一 0， 再 由 定理 34(6) , 有 正 合 列 


6。 


0=:Tor(@o, A) -> Tori(M, A) 
— MA> 0004 -> MOA ->0, 
故 Tori( 了 ,4) 一 0 从 定理 35 知 ,到 是 平坦 模 。 口 
定理 35 是 对 帮 来 说 的 , 换 成 4 当然 也 正确 ,于 是 有 
推论 2 对 于 一 个 左 并 - 模 4, 下列 的 四 人 句 话 等 价 . 
(1) 4 是 平坦 模 ， 
(2) 对 任何 右 ~- 模 用 ,Tor,(M, 4) =0, mw 
(3) 对 任何 右 半 模 代 ,Tori(M, 4) 一 0 
(4) 对 任何 以 4 为 第 三 项 的 短 正 合 列 
B>>O—» 4 
以 及 任何 右 由 - 模 Mr, 恒 有 短 正 合 列 
MCB> MCOO -» MOOA. 


$11 马子 Hom(4, 一 ) 的 导出 浮子 


我 们 在 $ 6 中 讨论 了 从 道 变 加 法 左 正 合 函 子 Hom (一, 及 ) 所 
导出 的 状 子 Bx 太 ( 一 ,以 ), 现在 我 们 来 讨论 由 共 变 加 法 左 正 合 函 
子 Hom(4,， 一 ) 所 导出 的 右 导 出 函 子 ,上 暂 表 以 Ex?(4, 一 ). 

孙子 Hom (4, 一 ) 既是 一 个 共 变 加 法 左 正 合 函 于， 那么 ， 由 
§ 4 末 屁 的 结论 ,在 求 了 PP(4，M) 时 , 我们 先 需 取 履 的 一 个 内 射 
分 解 

M -> 0 > OQ1 > —> O° ~> (11.1) 
- 则 得 一 个 上 复 形 
0 一 Hom(4, 409) 一 Hom(4,， Q)—> 


(11.2) 
Hom (A, 2") 
ee 哮 事 本 


—> Hom (4, ®") 
于 是 由 导出 函 子 的 定义 
Ext(A, M)=KerHom(A, %), 
Exti"(4, M) = Ker Hom (4, 9) /Im Hom (4A, po- 用 二 0. 
(11.3) 
» WY 


所 以 由 $4 所 述 的 理论 ,有 
定理 37 函 子 忆 xt(4,， 一 ) 有 下 列 的 基本 性 质 ， 
(1) Ext? (4, M) = Hom(A, M); 
(2) 当 m>>0, 而 1 为 内 射 模 时 
Ext"(A, M)=0; 
(3) 对 于 任何 短 正 合 列 
N>>L—»M, 
必 有 长 正 合 列 
0— Hom(4, N)— Hom(4, L)—> Hom (4A, M) 
> Ext (A, N)-> Ext (4, D> Ext’ (4, MM) (11.4) 
一 Ext?(A, N) — Ext(A, IL)-> Ext?(A, M) L 
这 条 定理 所 列 有 关 Ext 的 三 条 性 质 实际 上 是 决定 性 的 . 这 
里 所 谓 决 定性 ,其 意义 在 于 
定理 8 设 {17", n=0, 1, 2,…} 为 一 系列 由 MM 到 AG 的 
共 变 加 法 耳 子 , 如果 
(1) 7?(M) 与 Hom(4, A 必 ) 上 自然 同 构 ; 
(2) 当 六 为 内 瑞 模 ,n>>0 时 ,2*(M) 一 0; 
(3) 对 任何 短 正 合 列 入 ;> 工 MH, 恒 有 长 正 合 列 
0—> TON) > TD) -> ToCM) 


STiN) > THD) > TM) (11.8 
> TN) => TDL) —> T°M) | 
而 且 其 中 的 9 是 目 然 的 ， 则 对 所 有 的 n=0, 1 2,…, 7” 都 与 
Ext"(4， 一) 自然 等 价 ， 换言之 ， 这 时 对 任何 及 ，7™"(M) 都 与 
Ext”(4，, 以 ) 自然 同 构 . 

证 对 mn 归纳. 

设 n=0, 则 由 条 件 (1), 42”(M) 与 Hom(4, MM) 自然 间 构 ,而 
Hom (4，M) = Ext? (A, M). 
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设 %=1， 取 1 的 一 个 内 射 表 现 ， 一 Q -Mi Q 为 内 得 
模 , 则 由 (11.5) 与 定理 37, 可 作 下 图 


ro 一 一 mw —> TD —> Tn(Q)=0 
fi 7| ICU) (11.6) 
Y 
Hom(A.@ 一 >” Hom(A,MO—> Ext' (4A,M)—» EXT 4,0) =0 

这 里 的 了 是 条 件 (1) 中 所 规定 的 上 自然 同 构 ,因而 左边 的 正方 形 厦 交 
换 图 ， 图 (11.6) 的 上 下 两 行 均 正 合 ， 故 可 求 出 全 (及), 使 右边 的 
正方 形 也 可 交换 .再 由 五 引 理 〈 右 边 再 添 两 个 0 ， 知 立 Ch) 是 同 
构 

需 证 到 是 自然 的 ， 为 此 , 我 们 任 取 a: 以 一 以 ', 且 有 有 内 
射 表 现 

M’ ,>Q’ —» MI. 

由 &' 的 内 射 性 , 可 求 到 加 , 因而 再 求 到 hs, 使 下 图 可 交换 


| | | (11.7) 


册 作 立体 图 


4 t (11.8) 

Hom(A,Q0) -| > Hom(A, Mi) -+ > Ext(A,0 
pd 

有 一 


Hom( 4 全) —> Hom(4MT Ext’ CA, M'y 
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左边 立方 体 的 六 个 面 都 可 交换 ， 右 边 立 方 体 的 上 下 前 后 的 四 个 面 
都 可 交换 , 因此 最 右边 的 一 个 正方 形 也 可 交换 。 这 就 证 明了 号 的 
自然 性 . 

最 后 , 设 w>T， 取 下 王 Q ah 为 MU 的 一 个 内 射 表现 ,，Q 
为 内 射 模 ， 由 定理 37， Extr-1(4，M1) 与 下 ti(4，M) 自然 同 构 ， 
再 由 定理 38 所 给 的 条 件 ,7T"-1Mi 与 7T"M 自然 同 构 ， 由 归纳 法 的 
假定 2"-1M1) :or -> 五 zf (4, Mi) 如 自然 同 构 ， 易 得 
™(M).T"M —> Ext"(A, M) 为 日 然 同 构 . 

注意 到 $7 中 所 讨论 的 函 子 Ext" (4， 一) 和 人 看 到 这 个 
子 恰好 满足 定理 38 中 的 三 个 条 件 , 因此 有 

推论 “ 卫 xtp(4， 一 ) 与 BExt*(4, 一 ) 自然 等 价 . 

因此 ， 对 于 AIM 中 的 任何 两 个 模 4 与 用 ,Extr(4, 攻 ) 就 有 
两 种 求法 ， 一 个 是 先 取 4 的 投射 分 解 {1P.,，dj， 再 取 上 复 形 
Hom (P, ML) 的 上 同调 模 ， 另 一 个 是 先 取 用 的 一 个 内 射 分 解 
{Q", 2"} 再 取 上 复 形 了 om(4,，@Q) 的 上 同调 模 . 上 述 推论 肯定 了 ， 
由 这 两 种 方法 所 求 出 的 上 同调 模 是 自然 同 构 的 . 


812 模 扩张 


我 们 将 考虑 模 扩 张 与 卫 xt 的 关系 . 
定义 了 对 于 已 知 的 站- 异 4 与 GO 来 说 ， 任 何 一 个 短 正 合 列 


4 六 也 2 (12.1) 


都 是 4 按 O 的 一 个 模 扩 张 . 

在 和 与 0 已 给 定 的 条 件 下 , (12.1) 是 由 B, 7 以 及 rw 所 决定 
的 , 因此 ,纵然 在 同样 的 B, 但 不 同 的 ”或 不 同 的 mw 时, 所 给 的 短 正 
合 列 应 该 认为 是 不 同 的 模 扩 张 ， 饮 如 , 4 是 由 一 元 a 所 生成 的 3 
阶 循环 群 ，B 是 由 5 所 生成 的 9 阶 循环 群 , 而 O 是 由 e 所 生成 的 
3 阶 循环 群 ,让 mg 一 850, msc 一 60，xzri0 一 6， ma 一 2o， 我 们 就 有 4 
个 异 扩 张 (4，B, O 都 是 Z- 模 ) 


“60 。 


4 汉口 


1 V2 : 
A>Y>B—»0O (12 .2) 


ASBSO 
4 汉 了 -0 
我 们 常用 希腊 字母 4 来 代表 一 个 模 扩 张 ， 如 果 
小 AB»O 
与 小 ASBB SO 
为 4 按 0 的 两 个 模 扩 张 ,如 果 有 o:B->B', 使 得 下 图 可 交换 


» 7 
A > B ——we 


| 


A ,> HB - Cc 


则 称 4 等 价 于 4', 记 成 4~4， 由 五 引 理 ((12.89) 的 左右 两 边 各 加 
一 对 0) 易 知 ,车 4~4, o 必 为 同 构 。 但 反之 不 然 , 车 B 与 B' 同 
构 , 甚至 于 相等 ,4 也 可 能 与 4 不 等 价 ， 例 如 (12.2) 中 ,第 一 个 等 
价 于 第 四 个 模 扩张 ,第 二 个 等 价 于 第 三 个 模 扩 张 , 但 第 一 与 第 二 这 
两 个 模 扩张 却 不 等 价 . 
模 扩张 的 等 价 性 显然 是 自 反 、 对 称 、 与 可 传 的 , 因此 ， 4 按 O 的 
所 有 模 扩 张 可 按 等 价 性 来 分 类 与 4 等 价 的 等 价 类 常 记 以 记号 
[要 ,而 以 召 (O, 4) 表 示 所 有 这 样 的 等 价 类 的 集合 . 
我 们 要 证 明 
定理 39 ”集合 如 (0， 4) 与 集合 Exta(O， 4) 是 等 价 的 . 
证 定理 的 意思 是 存在 一 个 集合 映射 9( 不 考虑 其 群 结 构 ， 因 
为 百 (O，4) 尚未 定义 成 一 个 群 )， 
: 0. Ext* (OO, 4A) 一 4A), (12 .4) 
旦 6 是 既 单 且 潢 的 . / 
到 的 一 个 投射 分 解 为 {Pd}, 并 取 上 复 形 


。 L601。 


， 
0 一 五 om (Po, 4) Hom(@, 4 Hom (Pi, A) ET < 77 


出 由 定义 
Ext!(O, A4A) = KerHom (ds, A)/Im Hom (di, A). 
任 取 f€ KerHom (Qa, 4)， 则 因 Hom (da， A) (f) = fqs, 故 


fds=0. 作 推 出 图 
dd 


Pp, 一 人 >” Po 
] 

f I? (12 .5) 
中 
A _ 1» 有 


这 里 B=4@Po/N，, 而 入 是 4A@@Po 中 由 所 有 取 形 如 (f(%)， 

一 di(w) ) 的 元 素 所 组 成 的 子 群 , 这 里 % 通 过 Pi 的 所 有 的 元 哇 ， 
于 是 B 中 任 一 个 元 素 都 可 以 表 成 (@, 8) 十 六 这 样 的 陪 集 的 形式 .全 
义 na) = (g, 0) +N, 7 = (0, +HN, yE Po. 

先 证 明了 是 单 同 态 . 事实 上 ， 如 果 7(o) = (@, 0) 十 N=0(8 
中 的 0),， 则 (c, 0) EN, 即 , 有 zEPi, 使 f(z) =a, 而 必 (o) 一 0. 
于 是 EKer 员 一 Im6@s, 所 以 有 wwEPs, 使 2=ds(w) ,因此 4=f(%) 
= fdas(w) 一 0. 

其 次 ,定义 w; B 一 0, 使 w((a, 轨 十 人 一 lo EC 由 于 do 
是 满 同 态 , 故 为 满 同 态 , 且 有 交换 图 


d 
PE 一 Pt a Po -一 < 


|/ | | (12 .6) 


最 后 , Imm= 天 er， 事实 上 ,显然 有 mm 一 0, 放 LImnC Kerw. 

现 假定 m((e, 办 十 NN)=do(y) =0,， 则 YEKer do=Im Qi， 因此 有 

XE Po, 使 y=g(w) 。 于 是 (@, 十 N= (8, (2)) TN= (a+ 

f (0), D+f(—D, —m (0)) +N= (Gt+f(v), 0) + (因为 
.i168 。 


(f(—2), -2)) ENW) 一 (+Fo).、 故 玉 ermEImy. 所 以 
(12.6) 的 第 二 行 是 一 个 短 正 合 列 , 因而 是 一 个 模 扩 张 4. 


假定 4; 4 办 B'S 0 是 任 一 个 模 扩张 ， 如 果 4~4, 则 有 
B->B', 使 on 一 ,wo 一 zn， 那么 ,把 (12.6) 的 第 二 行 换 成 4, 只 
要 换 z 成 oz 我 们 仍然 得 到 交换 图 ， 反 之 , 若 在 (12.6) 中 换 4 为 
4' 后 仍 能 找到 vv, Po -> B' 使 可 交换 , 则 由 推出 性 , 有 co: B > B” 
使 0 一， wo 二 =w, 故 4~4， 因 此 , 4 和 ~4 的 充 要 条 件 是 将 了 4 代 
入 (12.6) 的 第 二 行 , 可 以 求 到 ,使 (12.6) 可 交换 .我 们 得 到 一 个 
映射 

0:. KerHom (d,s, A) ~—> E(O, A) 
fi [4]. 

我 们 现 证 明 6;( 了 ) =901(9) 当 且 仅 当 f -gEIm Hom(@, 4). 

事实 上 ,如果 fg 一 om (di, 4) (1h) 一 hdi, 我们 将 有 交换 图 


(12.7) 


Pr -一 一 Pi -二 > Po Tw Cc 
| hd | | (12.8) 
0——> 4 一 68 一 > 5C 
因 还 Gi (ff— Pha) =01(g) =01(f) 一 [4 . 反之 ,大 0 (9) =0.(f) = 
[4]， 那 么 将 (12.6) 中 的 了 换 成 9 (当然 要 3 成 男 一 个 同 态 ， 设 为 
7), 必 仍 可 交换 。 这 时 了 与 g 是 同 伦 的 , 即 , 有 h. 了 Po -> 有 4, 使 f 一 
Jg= hd ElmHom(d, A). 

所 以 (dt2.7) 中 的 和 事实 上 可 引出 了 xi(O， 4) (= 
Ker Hom (g。 4) /ImnHom(a 4)) 到 (OO, 4) 的 一 个 集合 上 映射 
9. 于 是 得 (12.4). 这 个 8 当然 是 章 上 映射 . 

这 个 8 也 是 满 的 .因为 任 给 4. 4 >、> 8B ->»0， 则 在 (12.6) 中 ， 
从 sc 我 们 一 定 能 找到 复 形 映射 5 与 f, 使 (12.6) 可 交换 ， 按 照 从 
的 定义 ,0 (了 f) [4). 0 
由 十 定 理 39, 我 们 可 以 认为 ，Ext (0，4) 中 的 每 一 个 元 系 虱 
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是 4 按 0 的 一 个 模 扩张 (等 价 的 模 扩张 算 成 一 个 模 扩张 )、 换 言 
之 , Ext 与 “ 模 扩 张 ”可 以 认为 是 等 义 词 ， 也 就 是 由 于 这 个 原因 ， 
函 子 Ext 才 用 这 三 个 字母 来 作为 它 的 记号 ， 因 为 在 英文 中 ，“ 当 
张 一 词 十 extension. 

那么 ,Extt(O，4) 中 的 0 元 素 是 哪 一 个 模 扩 张 呢 ? 为 了 回答 
这 个 问题 ,我 们 称 一 个 模 扩 张 

A.4>>B—»0O 

为 可 裂 扩张 , 如果 短 正 合 列 4 可 裂 ， 两 个 可 裂 扩 张 显然 是 相互 等 
价 的 , 因为 若 


5 4. 4 六 4 四 70 » O, wi= 80, 


4, A ADIO WO, wn = 8 
都 是 可 裂 扩 张 , 则 让 o: 4 虽 nO 一 A477O, 使 得 o (4, 7 (0) = (a， 
7 《06)) 即 知 4 一 人 
我 们 有 
定理 向 以 [4oj 表示 可 和 裂 扩张 的 等 价 类 ， 则 
g (0) = |L4o]. 
证 假定 仙 (f) = 二 [4oj, 则 有 交换 图 


d 
P—> Pl 一 一 po 一 一 C 


/ | |: | 4c (12 .9) 


定义 hh Po 一 4, 使 当 yEPo Ty) = (wo 时, hy) 一 %， 任 取 
56E Pi flv) =o, 则 因 mf (8) =7 (0) = (9, 0) =701 (2), hdi(w) 一 
ao 一 了 (w), 故 f=hdiEImHom(Q, 4). 所 以 (用 二 0.(0), 因此 
g (0) = 1L4o]. 口 : 

推论 。”Extt (0,，4) =0 当 上 且 仅 当 4 按 0 的 每 一 个 扩张 都 可 
列 . 

事实 上 ， 可 秩 扩 张 总 是 存在 的 , 这 只 需 取 号 一 4 中 C 就 行 了 。 
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于 是 ,了 xfta(O,， 4) =0 的 充 要 条 件 是 只 有 一 类 模 扩 张 , 它 只 能 是 可 
玖 扩张 ， 口 

附注 本 节 所 述 的 模 扩 张 4 一 了 人 O 可 称 为 一 阶 模 扩 张 ， 
因为 在 4 与 0 之 间 只 插 进 一 个 模 . 类 似 地 ,在 4 与 0 已 给 定时 ， 
正 合 列 

4»>>Bi-—> Ba—>.:…->B,.—0O (12 .10) 
将 称 为 wn 阶 扩 张 ， 可 仿照 本 节 的 办 法 来 定义 % 阶 扩张 的 等 价 类 ， 
并 证 明 , 所 有 阶 扩张 的 等 价 类 之 集合 瑟 (Q, 4) 与 Ext?(O, 4) 
一 一 对 应 ， 具 体 作法 可 见 MacLane 的 书 Homology， 第 82 一 87 
页 . 


附注 2 本 节 只 考虑 召 (O, 4) 为 一 个 集合 ， 并 未 定义 它 的 加 
法 . 当然 通过 也 xft(C,，4) 的 加 法 ,可 以 把 如 (CQ，4) 定义 成 一 个 
群 ， 但 是 也 可 以 用 其 它 的 方法 来 独立 地 定义 其 加 法 . 


$13 模 的 找 性 质 


正如 了 沙子 了 zxt 与 模 扩 张 的 关系 一 样 , 函 子 Tor 与 模 的 所 性 质 
也 有 一 定 的 关系 . 模 的 挠 性 质 人 文字 为 Torsion, 而 隐 子 上 or 恰 
是 取 其 前 三 个 字母 所 组 成 的 记号 .个 过 ,讨论 到 模 的 找 性 质 时 ,我 
们 只 考虑 整 环 上 的 模 . 

设 半 是 一 个 整 环 ( 有 单位 元 , 无 零 因 子 的 交换 环 ), 天 为 其 商 
域 , 并 取 六 一 开 / 由 则 与 天 都 是 半 - 模 ,而 且 痢 是 可 除 的 ,同时 
都 是 内 射 半 - 模 . (可 除 模 的 概念 见 第 二 章 , 那里 虽然 是 对 整数 环 
ZZ 上 的 模 而 定义 的 ， 当然 可 以 推广 到 一 般 的 整 环 上 的 模 ，) 同样， 
作为 站 - 模 , Homst (KK, VN) 是 可 除 的 ,同时 是 内 册 的 ， 可 直接 验证 
人 是 平坦 A- 模 . / 

设 4 为 任 一 个 站 - 模 , 定义 i4={o€ 4| 有 0 和 关 m E31, 使 wu 一 
0}, 则 绎 为 4 的 一 个 子 模 . 和 若 14=4, 则 4 叫做 一 个 搓 模 , 右 
i 和 4 一 0, 则 息 叫做 一 个 无 撞 模 .。 由 于 大 4=t4, 所 以 译本 映 是 一 
个 找 模 , 称 为 4 的 挠 子 模 . 者 jj 4 一 B 为 模 同 态 , 它 当 然 把 研 


e。 165 » 


变 到 tp, 故 t 是 MM 到 其 自身 的 一 个 孙子 , 称 为 挠 函 子 。 
我 们 有 
引 理 1 车 4 是 找 模 , 则 
Tori (N, A) 二 4. 
证 ” 取 正 合 列 
NA>>K—»N, (18 .1) 
则 有 正 合 列 
Torj(K, A) ~—> Tori(N, A) —> M4 -> KA. 
最 左边 的 一 项 Tori(K，4) 一 0， 因 区 是 平坦 模 ， 最 右边 的 一 项 
KA 也 是 0, 因 K 是 外 的 商 域 ,而 4 是 挠 模 . 再 因 MBA 对 4， 
放 得 引 理 ， 口 
引 理 2 者 4 是 任意 的 半 - 模 , 则 对 任何 %>2, 有 
Tor,(N, A)—0., 
证 ”从 (13.1), 有 正 合 列 
Tor, (KEK, A) —> Tor, (N, A) —> Tor,_1 (AH, 4). 
最 左边 一 项 为 0, 因 五 平坦 ; 最 右边 一 项 也 是 0, 也 因 中 平坦 ， 改 
Tor,(N, A)=0. 口 
引 理 3 者 4 是 无 挠 模 , 则 
Tori(N, A)=0. 
证 ” 先 把 4 嵌入 到 一 个 内 射 外 - 模 恕 中 ,wm: 4;> 召 . 因 A4 无 
挠 , 故 4 由 t=0, 因 此” 实质 上 是 一 个 单 同 态 5 4>>B/iB=B. 
我 们 先 证 明 8B 是 域 KK 上 的 一 个 线性 空 间 (KK 是 扩 的 商 域 ). 
为 此 , 任 取 0 到 rE, e€B， 以 B= (7) 表 主 理想 ,并 定义 f. BR 一 
如, 使 f(ar) 一 me。 因 互 是 内 射 模 ， 了 可 拓 成 一 个 模 同 态 9: 并 一 
如 ,使 gler) = 二 f(ar).， 让 g(1) ~w。 于 是 , e=f(7) 一 g (7) 一 rg(1) 
一 TW。 这 说 明 , 在 e€ 娘 , 0 夫 7E 半 时 ,有 2wE€ 如 使 rv=e。 如 果 又 
有 Yo 一 e, 则 ?02 一 2) 一 0 zz 一 ww EtB.， 所以， 对 B 中 的 任何 5， 


任何 0mE 氏 , 必 有 唯一 的 VE B, 使 ry 一 bp， 可 让 为 这 个 y 一 之 . 


所 以 BB 是 上 上 的 一 个 线性 空间 . 
“ll66G 。 


由 于 线性 空间 是 许多 个 玉 的 直 和 , 而 是 平坦 外- 模 ， 所 电 
B 是 平坦 %- 模 . 我 们 证 明了 , 任何 无 挠 半 - 模 必 可 帜 入 到 一 个 平 
坦 站- 模 中 、 取 
A;,>B-»B/A4., 
则 有 Tora(N, B/A)-> Tori(N, 4)—> Tori(N, 2B). 
左 癌 ==0( 由 引 理 2) , 右 端 也 是 0( 因 BB 平 坦 ), 故 得 引 理 . 
我 们 现在 证 明 
定理 氏 有 自然 同 构 (i4 与 Tori1(N，4) 都 作为 外- 模 ) 
Vi: tA —> Tori(N, 4). 
证 ”到 正 合 列 144>> 4 一 A/t4, 则 有 正 合 列 
Tors(N, A/i1A) —> Tor(N, 14A) -> Tor(N, A) 
-> Tori(N, A/tA). : 
两 端 都 是 0( 因 4/t4 是 无 找 模 ), 而 Tori(NW, 44) 和 th ( 引 理 了， 
故 有 所 要 求 的 T， 自然 性 表现 在 下 列 的 交换 图 


tA 


ta Tors (N, A) 
| | (13 .2) 
:B Ip ToriN, 8B) 


口 
这 条 定理 说 明了 ， 挠 函 子 上 与 函 子 Tori(N, 一 ) 是 自然 等 价 
的 , 它 体 现 了 挠 性 质 与 Tor 的 一 个 具体 关系 . 


S14 和 群 的 同调 与 上 同调 


我 们 将 介绍 群 的 同调 与 上 同调 的 最 基本 的 概念 与 理论 来 结束 
本 章 , 它 是 本 章 前 几 节 的 一 个 特殊 的 情况 ,所 考虑 的 环 是 一 种 较 特 
殊 的 环 , 叫 做 群 环 . 

设 G 为 一 个 乘法 群 ,以 ZG 表示 定义 集合 G 上 的 加 法 自由 交 
换 群 , 即 ,ZG 中 任 一 个 元 素 a 都 取 形 

me 人 7 (vw, mr) ED, 


议 里 也 为 整数 环 , 而 诸 和 (wo 中 只 能 有 有 限 个 不 等 于 0. 如 果 
B= (VY ELG, | 


定义 “B= Em(e)m (y) oy, 


则 ZG 作成 一 个 环 , 称 为 G 的 整 群 环 (意思 是 整数 环 上 的 群 环 ) 
如 果 4 是 一 个 加 法 交换 群 ,Aut 4 为 其 所 有 的 目 同 构 所 组 成 
的 乘法 群 ,%:G 一 Aut 4 为 一 个 群 同 态 , 那么 ,对 于 2EQG, a€ 4,， 
可 定义 
a= Pw) a, (14.1) 
因而 (ww a=r 20), lea= 6, 
这 时 称 4 为 一 个 左 G- 模 , 简称 G- 模 、 同样 可 定义 右 G- 模 ， 再 
当 n€Z 时 ,定义 rw)a==n(wa), 则 GG- 模 变 成 一 个 ZG- 模 .， 友之， 
任何 一 个 ZG- 模 也 必然 是 一 个 GF- 模 , 因为 任何 群 志 素 ZEG 必 有 
逆 元 素 2 所 以 若 4 是 ZG- 模 , 则 由 za 的 定义 可 以 得 到 群 同 态 
$:G 一 Aut 4. 换言之 , 我 们 没有 必要 来 区 分 这 两 种 模 , 这 不 是 
说 , G- 模 就 是 ZG- 模 ,ZG- 模 也 就 是 9- 模 . 
如 果 群 同 态 $. G -> Aut 4 把 G 的 每 一 个 元 素 都 变 成 Aut 4 
的 单位 元 , 因而 对 任何 zEG, 任 何 aE4, 恒 有 zc=a, 那么 就 称 4 
是 一 个 平凡 的 G- 模 ， 特别 , 加 法 群 Z 本 身 也 可 以 看 成 一 个 平凡 
的 G- 模 ,这 时 wm 二 =n, 2 EG, nE5&5, 因 而 有 平 几 的 坏 同 态 
0: LG -> 之 ， (14.2) 
p>2 COP ED NACI 


这 个 g 将 称 为 ZG 的 增 广 , 而 其 核 , 记 以 IG, 则 为 ZG 的 增 广 理 
想 ,IG 一 {Sm(z)zEZG|Zm(z) 一 0}， 增 广 理想 在 群 的 同调 与 上 
同调 理论 , 以 及 群 表示 理论 中 都 起 着 非常 重要 的 作用 . 

增 广 理 想 的 基本 性 质 见 于 

引 理 (1) 作为 加 法 交换 群 ,TG 是 在 集合 

WW={z-1|1+zEG} (14.3) 

上 自由 的 (符号 工 既 用 作 G 的 单位 元 ,也 用 作 整 数 二 ; 

(2) 若 S={s,es} 是 G 的 一 个 生成 系 , 则 作为 G- 模 , IG 是 由 
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集合 {5 一 1|s. ES} 所 生成 的 . 
证 (1) 邢 中 的 元 素 显然 是 在 ZZ 上 线性 无 关 的 ， 因 为 十 


Pm(m—D) =0, 0¥mmEZ, 则 Emm- (Fm)1~0， 诸 1, 2 


…, wn 都 互 不 相等 ,又 都 不 等 于 1, 这 个 等 式 将 违反 群 ZG 的 自 贝 性 ， 

(2) 让 了 ={s 一 1|s€S}, 我 们 将 证 明 , 若 “EG, 则 ww 一 1 属于 
由 十 所 生成 的 6G 模 , 设 为 作 . 

让 w= 二 st 3 si1。， 对 hb 用 归纳 法 ， 

k=1H,s i—1=—s i(s—1)EM. 

设 8> 工 并 让 9 一 中 sii 则 当 wyss 时 ，2 一 工 一 8 一 工 一 
ys 一 二 十 (一 也 由 归纳 法 的 假定 ,y 一 LE 玉 , 故 2 一 1EM. 车 
久 一 0851 一， 则 2 一 圭一 Vs81 一 于 一 0 (8 一 十 9 一 革 一 — yl(s,— 1) 
十 9 一 工 代表 ， 口 

让 己 为 一 个 平凡 的 左 G- 模 ,4 为 左 G- 模 , B 为 右 人 6G- 模 ,我 
们 取 


定义 8 称 
H"(G, 4A) = Ext(Z, A) (14.4) 
为 日 的 以 44 为 系数 的 第 nw 个 上 同调 群 。 又 称 
H,(G, B) =Tor?(B, Z) (14.5) 


为 9 的 以 B 为 系数 的 第 % 个 同调 群 。 这 里 的 Bx 馈 与 了 Torx 当然 
指 Exte 与 Torzc 

按照 标准 的 作法 , 求 这 些 H" 与 五 ,, 首先 要 取 世 与 B 的 投身 
分 解 ,或 取 4 的 内 射 分 解 ,再 作 复 形 及 其 同调 ， 但 是 , 纵然 在 很 简 
单 的 情况 , 用 这 个 方法 来 计算 瑟 " 与 了, 也 是 很 困难 的 , 因此 不 得 
不 研究 其 它 的 方法 . 

我 们 将 只 考虑 m= 0 与 1 的 最 简单 的 情况 . 

1. H* SH, / 

由 Ext 的 基本 人 性质,，H?°(G, 4) = ExiWW(Z, A) = Home (之 ， 
4)， 而 JE Home(Z, 4) 是 由 它 在 1EZ 处 所 取 的 象 f(1) EA 来 
唯一 确定 的 , 因为 Fw 是 mm 个 了 GD) 之 和 ,或 一 % 个 一 PGD 之 和 .我 
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们 来 看 一 看 ,4 中 哪 一 个 元 素 a 可 以 作为 fE Hom(Z，4) 在 JEZ 
处 有 所 取 的 象 ， 设 fd =4aE4, 则 由 也 om (ZzZ，4) 的 性 质 ,，f (2z*1) 
一 wf (1) =wza, ZEG 但 因 Z 是 平凡 的 GG 模 , wz:1=1, 所 以 4= 
Tw， 反之 , 行 对 任何 ZEG， 恒 有 z&=w， 则 令 foo 一 2w， 得 FE 
Hom (ZzZ, A). 
定义 

4°={a€4| 对 任何 wzEG, 恒 有 wa=0}, (14.8) 
则 Home (2Z, A) A". 

本 4“ 的 概念 相对 偶 , 若 B 为 右 G- 模 ， 让 Bi 为 由 B 中 所 有 
取 形 6(w 一 1) 的 元 素 所 生成 的 子 群 ,这 里 wzEG, 1 为 G 的 单位 元 ， 
全、 

Boe= B/B,, 
则 有 
定理 氏 HG, 4) 宕 42 
Ho(Q, B) Bo 
证 由 定义 ,Ho(G,，B) 一 Tor?(B, Z) 一 BC@9Z， 作 映射 


od Bx*2Z ~——> Bo=8/8 


(b&b, n) Fo——————> [nb} 
内 _ - ~ (14.7) 
-J 


Bo 2 
这 里 罗 (6, 他 一 [m6], 而 [9] 为 在 自然 同 态 B 一 B/Bi 中 5 所 取 的 
象 ( 即 , 陪 集 5 十 BD), nb 是 nw 个 5 之 和 (rm>>0 时 ), 或 -nmn 个 -5 之 
和 (m<0 时 )， 这 个 $ 显然 是 线性 平衡 的 , 因为 当 wEG 时 ,由 (Bo 
= [nbw] 一 [mb] 一 $8 (5, nn) 一 $(5, wn), 于 是 ,由 张 量 积 的 定义 ， 
有 Jf， 使 f (5 的 nm) = [m5]。， fF 当然 是 满 的 ， 它 也 是 单 的 ， 因 为 若 
0)==0, 则 5 一 5’(w 一 1 了 ) ,而 b=0 (2— 1)O1=00(2—1) .1= 
bv 一 DD)=0OU—D=050=0. 所 以 了 是 同 构 , 因而 
B@Z Be， 另 一 同 构 之 证 由 4s 的 定义 与 上 段 说 明 已 得 出 。 口 
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推论 知 4 与 妃 都 是 平 扩 的 G- 模 : 则 
H°(G, 4) 全 4; 五 (9 B) 二 B. 
事实 上 , 若 4 与 B 都 是 平凡 的 6G- 模 , 则 4s=4, Ba= B/DBi 
= B( 因 Bj =0) . [| 
2. 万 :1 与 万, 
我 们 这 里 将 只 考虑 一 种 特殊 的 情 癌 ， 即 , 4 与 B 都 假定 是 平 
凡 的 G- 模 .一 般 情况 将 在 下 一 节 讨 论 . 
我 们 要 证 明 
定理 般 设 B 是 平凡 的 右 G- 模 , G 是 @G 的 换 位 子 群 ， 则 有 
H,(G, B) = BOIG/ (TG) BOG/G, (14.8) 
式 中 两 个 @ 都 是 对 之 取 的 , (IG) ?表示 增 广 理想 IG 的 平方 . 
证 取 增 广 映 射 g, 则 得 短 正 合 列 
TG ,> ZG —» 2 
这 三 个 模 都 是 左 ZG-- 模 ,而 Torf(B, ZG) 一 0, 故 有 正 合 列 
0—> Hi(G, B) ~» B®IG -> BOZG -> BOZ >»0. 
(14.9) 
由 引 理 1，7G 是 定义 于 集合 殉 ={z- 寺 1zzEGy 上 的 自由 群 ， 
而 hb (wv 一 1))=b@(w 一 DEBCZG.， 但 因 B 是 一 个 平凡 的 


G- 模 , 5 (8 一 1) 一 bw 一 1)O1= (5 一 0)O1=0， 故 Ker hw BO 


Hi(G, B) = BIG. (14.10) 
我 们 要 证 明 
B®IG=BOIG/ (IQ), Ct4.11) 
为 此 ,我 们 取 映 冉 


ph. BxIG—> BCOIG (IO)Y, 
(8, zw—1)F009 [Ls —11. 
这 里 [x 一 1] 仍 表示 在 自然 同 态 IG->IG/ (IG)? 中 ，w 一 1 所 取 的 
象 。 映 映 是 线性 平衡 的 , 因为 一 方面 , 当 Yy EG 时 , (6y, wm 一 了 
94h» 


+ (w 一 1))=60@[w 一 4 (注意 人 一 一 EGG) 甩 所以, 由 
张 量 积 的 定义 ,用 B@IG -> B@IG/ (IG)”， 使 JO@(-D) 


-00 [2—1]. 
再 定义 由: BxIG/ (1G)*-> BO@IG, 


, [2—1]) F> 6 (w— 1). 
此 定义 是 良好 的 ， 因 为 车 EIG,，[z 一 4] = [v]， 则 z 一 1 一 v€ 
(IG), 而 对 Gy 一 了 (w 一 1) E€ (1G)?, 作 为 BOIG 的 子 群 ,8@ (y 一 


De-D=bYy-DOL-D-W-DOC-D) -6-)O 
-二 一 0. 于 是 再 由 张 量 积 的 定义 ,有 f:: BOIG/ (IG) ”>B@1G, 


使 用 OIEz 一 41) 一 0 (w 一 1). 与 ff 相 比 较 , 即 知 f 与 广 互 为 首 
映射 。 因此 得 (14.11)。 由 (14.10) 即 得 (14.8) 中 的 第 一 个 同 构 
式 . 
最 后 ,我 们 证 明 加 法 交换 群 IG/ (10) 与 乘法 交换 群 Gf/G 同 
构 ， 为 此 我 们 先 定义 
vw. IG->G/G, 
[ml) (2—1) PP Tz™ = 1 "”®, 
这 里 开 是 乘积 记号 , [四 表示 ZEG 在 自然 同 态 G 一 G/G 下 所 取 
的 象 . 由 于 由 (W 一 已 (6 一 1))= (yw 一 1D) — (2—1) ~ (y~1)) 
= [yrs] [2] [y= [yz tr] y=1gg, 押 以 (JIG )2E 
Keryw', 因而 由 小 可 得 同 态 
vv: IGQ/ (I > G/G. (14.12) 
同样 地 , 定义 一 个 和 群 同 态 
0o: G—> 1G/(1GQ)”, 
7 > mz—1i|. 
这 里 , 当然 ，[z 一 已 是 z-1E7G 在 自然 同 态 IG 一 IG/ (I1G)? 下 
所 取 之 象 ， 由 于 IG/ (10)? 是 加 法 交换 群 ,G 的 换 位 子 群 G' 必 包 
含 在 c 的 核 内 , 所 以 由 of 可 得 一 个 群 同 态 
“1172. 


og. OQ/ 一 TIG70TG)3. 
易 知 o 与 由 是 互 逆 的 .， 因 此 (14.12) 中 的 出 是 群 同 构 , 故 得 
(14.8) 的 第 二 个 辐 构 式 ， 口 
推论 若 也 是 平凡 G- 模 , 则 
Hi(G, ZO/G I IO 
事实 上 ， 
Z@IG/ (IG)’"eIGQ/ (IG)’, ZA/ 9/G'. OO 


关于 五 *, 我 们 有 下 列 的 定理 , 它 可 以 看 成 为 定理 43 的 对 侦 定 型 
定理 鲜 若 4 是 平凡 的 左 G- 模 ,G 是 G 的 换 位 子 群 , 则 有 
Hi(G, 4) =<Hom(IG/ (IG)’, 4) 兰 Hom(GVG A). 
: / (14.13) 
证 从 TG>> ZG -~ Z 
及 H*(G，4) 的 定义 ,有 
0 一 Hom (Z, A) — Homs6 (ZG, 4) 
* Homs(IG, A) -> Hi(G, A) >0 (14.14) 
(注意 Bx 艺 (ZG，,，4) =0, 因 ZG 本 身 是 投射 G- 模 )， 任 取 fE 
Hom (ZG, A), (fF) =fnEHom (1G, A), 于 是 fr(2-1) 一 
fw 一 1)=(w 一 1)f(D). 若 f(D)=a€4, 则 (zw-Df(1)=(%~Da 
一 zg 一 gg 一 g=0. 所 以 对 任何 f, (有 = 有 m=0, 即 ,h=0。 由 
(1 和 .14) 得 
Home(IG, A) Hi(G, A). (14.15) 
又 设 由 EHome(CG,， 4). 任 取 一 了 D(z 一 1) E (7G)”, 则 由 ((g 一 
1) (2 一 1)) 一 (一 了 出 (一 了 一 (人 一 巧 一 下 人 一世 一 由 一 功 一 
小 (w 一 一 0， 因此，(IG)?CKer 小， 所 以 , 任何 由 EHome(IGL 
44) 均 对 应 一 个 汪 E om (IG/ (IG)?, 4)， 此 对 应 是 一 一 的 , 故 
Homa{(IG, A) Homal(IG/ (1)"”, A). 
我 们 证 明了 (14.18) 的 第 一 个 同 构 式 . 再 因为 IG/ (1@) 人 
G/G 得 到 (4.13) 的 第 二 个 同 构 式 。 和 定理 得 证 ， 口 
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S15 导 了 映射 与 召 : 


设 4 为 一 般 的 G- 模 ,不 一 定 平凡 , 我 们 想 通 过 所 谓 导 映射 来 
表达 五 1(G，4)， 站 

定义 9 设 G 为 乘法 群 , 4 为 左 G- 模 . 如 果 映 射 4, G->4 
满足 条 件 

dry) 一 CD) -+r Ay), Tt, YEQ, (15 .1) 
则 @ 做 一 个 由 G 到 4 的 导 映 射 . 

显然 4(DD) 0, 因为 4(D = dt TD =d(D) +1.4(1) =24(4). 
但 导 映 射 并 不 是 一 个 群 同 态 , 除非 4 是 一 个 平凡 的 G- 模 , 因为 这 
时 way 一 dy.，(G 是 乘法 群 ,4 是 加 法 和 群 ，) 

若 4 与 @ 都 是 导 有 映射， 当 wEG 时 ， 令 (dd) (o) 一 do) 十 
o'(z)， 则 由 G 到 4 的 所 有 导 上 映射 组 成 一 个 加 法 交换 群 ， 记 之 以 
DG, 4A)., 

任 取 CE4， 令 do) = (2 一 42)g， 则 因 dkzy) 一 (WY 一 1) oa= 
(zs—1)ots(y—1la= (0) +wd(y), 故 OED(G, 4). 让 Tr (a) = 
du 则 zz 提供 了 4 到 DD(G, 4) 的 一 个 群 向 态 ,而 5=0 当 且 仅 当 4 
为 平凡 的 G- 模 .我们 称 Im zz 为 主导 映射 群 ,而 Im r 中 的 元 素 为 
主导 映射 我 们 常 以 记号 ID(G@, 4) 表示 Im 7, 它 当 然 是 D(G,， 
4) 的 一 个 子 群 . 

下 列 引 理 给 出 了 也 (G, 4) 与 增 广 理想 TG 的 一 个 重要 关系 . 

引 理 1 也 (8,，4) 与 Home(CIG，4) 同 构 , 同 构 性 对 4 自然， 

换言之 ，D(G, 一 -) 与 Home (IG, 一 ) 都 是 由 模范 畴 GM 到 
AG 的 共 变 函 子 ,这 两 个 孙子 是 自然 等 价 的 . 

证 当 GED(G 4) 时 ,定义 a(@) 为 集合 IG 到 4 的 一 个 映 
射 ,使 c(@) (Sw 一 1))=5 ad() E4. 

cd) 当然 是 一 个 群 同 态 . 再 者 ， 当 yyEG， ww 一 1€EIG 时 ， 

o 0) (Yy(2—1)) =0(d) (yo—1— yy—1)) =d (ye) ~ dly) 

一 yd(z) 一 ga (d) 一 如， 
7 


所 以 c( 鸭 是 一 个 模 同 态 , 即 , o (4) EHom(IG 4)。 

设 d= 而 十 ds, 则 o(@) (2 一 四 一 Go) 一 (di 十 da) (2) = Ai (2) + 
Gs (T) 一 IC di) (s—1)+o (da) (2—1)= (0 (ds) +o (da)) (2—1). 
所 以 oc 是 D(G, 4) 到 Home(IG,，4) 的 一 个 群 司 态 . 

今 求 其 逆 ， 任 取 $，IG 一 4 为 模 同 态 ， 令 ds: GQ 一 4, 使 
ds (2) = p21). 于 是 dy 2) 一 由 (2 一 力 =$ (yy (2—1)+(— 
1)) =yp (2—1) +$ Ym1) =yds (2) +o(y), 故 ds ED(G, A4). 
定义 7. Hom (IG, 4) 一 D(G, 4), 使 z(g) 一 0 注意 ,7( 风 十 中 ) 
一 TT(9) 十 (9'),， 所 以 3 是 一 个 群 同 态 ， 易 知 7 与 oo 是 互 道 的 . 
故 o 为 一 个 同 构 . 

c 的 自然 性 表现 在 下 列 的 交换 图 . 


站 

D(G, A) Home (1G, A') 
| : | (15.2) 

Dp (0G,A'’ 1 Homs (IO , A) 


对 于 fEHoma(4, 4A”), 当 dED(G,， 4) 时 , df ED(G, 47 而 当 
PpE HomelIG, 4) 时 , $f E Homa (IG, A’). 口 


由 此 得 
定理 物 ”对 于 任意 的 G- 模 4, 有 
Hi!(G, 4)=D(G, 4)/ID(G, 4A), (15.8) 
特别 ,和 若 4 是 平凡 的 9- 模 , 则 : 
Hi1(G, A)<D(G, A). (15.4) 


. 证 由 上 一 节 的 (14.14) 式 ( 它 对 任何 4 都 成 立 ) ,有 
Imh ~»> Home({G, A) —» Hi(G, A). 
由 5 引 理 1, 有 7: Hom (1G, 4) >D(G，4) 为 同 构 , 且 对 4 和 
设 gElmh, 则 有 EHoma(ZG, 4), 使 $=h(f) 一 fm, 这 里 
1 表 柳 入 映射 1G 一 ZG， 于 是 $(w 一 = 一 DD 一 J(w 一 1) = 
(2 一 了 DJ)， 让 f(a 则 gl(w 一 收 =(wzw 一 了 Da， 反之， 车 
着。 


$EHom(IG, 4),， 量 有 eeE4, 使 对 任何 zEG, 恒 有 $2 一 1) = 
(zw 一 1)a。， 取 fEHoma(ZG，4), 使 (1) 一 ga, 则 易 知 , $= 有 (了 ) 
EJmh， 所 以 ,$B$E Imh 当 且 仅 当 有 &E€4, 使 对 任何 wEG9, 恒 有 
$2—1)= (2—1)a. 

对 每 一 个 由 E Im hh， 我 们 定义 一 个 4€ID(G, 4) 使 wz) = 
$v 一 1)==(wz 一 4)a， 因 此 Im& 与 TD(G,4) 同 构 ， 我 们 作出 下 
图 


Imh > Homc (0G.) —— HH’(G,A) 
| | 14 (415.5) 


TD(G, A) > -一 一 一 -> DCG,4) ——— DDG, A/ITD(G, A 


左边 的 正方 形 可 交换 ， 所 以 可 求 出 9, 使 右边 的 正方 形 也 可 交换 . 
再 者 , 两 纵 箭头 都 是 同 构 , 故 8 也 是 同 构 . 口 
取 4 与 G 的 箔 卡尔 积 A4xG={(o, 2) |a€ 4,wEG} 并 定义 
(Go (8', vw) = (Gi, Ww’), (15 .6) 
具体 计算 即 知 上 述 乘法 是 可 结合 的 ，(0, 慎 为 其 单位 元 ， 而 县 
(一 0， 2) 为 (Ga 2) 的 逆 元 , 故 4xG 为 一 个 群 , 但 不 一 定 可 交 
换 。 又 定义 7 一 (人 1), x (gv) 一 w， 则 Im 是 乘法 群 4xG 
的 一 个 正规 子 群 ,G 为 其 相应 的 商 群 , 因而 有 正 合 列 
A,>AxXG—»0. (15 .7) 
再 定义 部 G_>4xG， 使 p(w) = (0, 000:4XG 一 4 使 (CC，2o) 
一 0， 则 mp 一 sc，9%7 一 24， 这 里 的 2 是 群 同 态 ， 但 9 却 未 必 是 群 同 
态 , 它 仅 是 集合 的 映射 . 不 过 , 如 果 再 定义 (co 2)w =wa', 那么 ,4 
就 是 一 个 左 4xG 模 ,而 9g 是 这 个 模 的 一 个 导 上 映射 ,因为 
q((g, %) (G 2)) 一 gg 十 20 we) = 60a 
Ya， 2) 十 2)9(CG 2'). 
易 得 
引 理 2 以 肪 表示 所 有 满足 条 件 wf=sg 的 群 同 态 f.G-> 
和 4xG 之 集 ， 则 集合 D(G，4) 与 了 等 价 ( 即 ,它们 的 元 素 一 一 对 


» 11G» 


证 设 dED(G, 4).， 取 hh(O)=f， 使: f(w) 一 (d(w), @)€ 
4xG. 当然 mfc) 一 ww (dQ(w), ww) =wz， 现 需 证 明 f 是 G 到 4xG 
的 群 同 态 ， 为 此 ,我 们 任 取 %, yE€G, 则 fwy) = (ad (wy),，29) 一 
(do +rad ly), vy) = (8), 2) (dy), Y= fofy), 故 f EF, 
而 及 是 D(G, 4) 到 忆 的 一 个 映射 . 

反 过 来 , 任 取 fEF, 设 fo) 一 (ao oO， 令 d(o) 一 aeE4 由 
于 于是 群 同 态 , 故 (wy) 一 太 o) f(y) 一 (ac，0) (Qy, Y) = (Qe way, 
zy)。 所 以 ,dwy) 一 Go-20 一 0 十 200 即 ,@EG 另 (G，4)， 

总 之 , 了 与 D(G,，4) 由 关系 式 了 (zw) 一 (4d(w), w) 而 成 为 等 价 
集合 ， 口 

现在 我 们 假定 G 是 定义 于 集合 S 上 的 自由 群 ( 未 必 可 交换 )。 
这 就 是 说 ,S 是 G 的 子 集 , 且 对 任何 群 瑟 ,任何 映射 .5 一 卫 , 必 
有 唯一 的 群 同 态 广 G 一 瑟 , 使 当 sES 时 ,有 f(s) =h(s), 即 ,有 下 
列 交换 图 所 表达 的 泛 性 质 


SS > 人 > 606 
/ 


AN Af (15 .8) 
# 
H 

这 等 价 于 说 ，G 中 任 一 个 不 等 于 1 的 元 素 z 必 有 唯一 的 分 解 式 
0 一 SS So 6 一 土工 日 5 入 天 8 

我 们 证 明 

引 理 8 设 G 是 定义 于 集合 S 上 的 自由 群 ， 则 IG 是 定义 于 
集合 SS 一 1 二 {s 一 1|sE€8} 上 的 目 由 和 2G- 模 . 

证 设 委 为 一 个 左 G- 模 ,0o; S 一 1 一 4 为 任 一 映射 ,我 们 用 
证 明 , 有 唯一 的 模 同 态 .IG -> 4 使 罗 (s 一 14) 一 o(s 一 荡 ，( 注 意 ， 
由 $ 14 的 引 理 1(2),S 一 1 是 左 6G- 模 IG 的 生成 系 ，) 

令 B=4xG, 并 定义 h(s) = (o(s 一 4)，s) EB, 则 因 G 是 月 
由 的 ， 有 了 唯一 的 群 同 态 f.G 一 B, 使 f(s9) 一 h(s).， 于 是 , 取 w= 


上 


.网 (2) = 有 (8) … 及 (sm) 一 (Ge 0 由 引 理 2, 这 个 了 瞧 -- 
地 对 应 一 个 4€ED(G，4), 使 @(w) 一 ace， 特 别 ,dg(s) =o (s 一 1). 再 
由 引 理 1, 这 个 9 对 应 唯一 的 c(g) =$EHome (IG，4), 使 Cs) 
一 (s 一 4) 二 o(s 一 1). 的 存在 性 得 证 ,其 唯一 性 是 明显 的 , 因为 
S 一 1 是 7G 的 生成 系 、 口 

最 后 , 我 们 证 明 

定理 和 若 G 是 自由 群 , 4 与 如 为 G- 模 , 则 当 mw>2 时 , 恒 


有 
H"(G, A) 一 0 一 五 。(G，B). 


证 IG 与 ZG 都 是 自由 ZG- 模 , 故 
IG ,> ZG —» ZZ 
为 荆 (作为 平凡 G- 模 ) 的 投射 分 解 . 
附注 群 的 同调 与 上 同调 是 一 个 很 大 的 项 目 ， 有 着 很 丰富 的 
内 容 。 我 们 这 里 只 能 介绍 其 最 基本 的 概念 与 理论 , 较 深入 或 较 全 
面 的 讨论 不 属于 本 书 的 范围 , 它 应 该 是 一 本 专著 的 任务 . 有 兴趣 
的 读者 可 以 看 ,例如 , Weiss 著 < 群 的 上 同调 ?一 书 (Cohomology of 
Groups, Academic Press, 1969) ， 也 可 参看 上. S. Brown 涛 《和 群 
的 上 辣 调 > 一 书 (Cohomology of Groups, Springer-Verjag, 1982). 


第 四 童 ”同调 维 数 与 某 些 环 


3 1 模 的 投射 维 数 


环 针 显然 是 与 其 相应 的 模范 畴 MM 相 联 系 着 的 ， 我 们 将 在 本 
章 中 应 用 以 上 三 章 所 讨论 的 理论 来 研究 环 的 性 质 ， 同调 维 数 的 理 
论 是 其 一 个 非常 重要 的 方面 . 

定义 了 零 便 0 的 投射 维 数 定 为 一 4. 车 名- 模 4 只 0, 则 定义 
4 的 投射 维 数 为 最 小 的 整数 mw 使 对 任何 O, 恒 有 了 xig (4，O) 一 
0. 如 采 这 样 的 nm 不 存在 , 即 对 任何 mw, 恒 有 B。, 使 Ext(4，B,) 地 
0, 则 4 的 投射 维 数 定 为 0. 

我 们 常用 记号 Pdg4 来 表示 4 的 投射 维 数 ， 足 码 多 形 示 4 
是 妆 - 借 ,而 在 不 会 引起 误解 的 情况 , 可 以 省 去 . 

由 于 对 任何 4 头 0，Ext(4，4) =Hom(4，4) 下 0, 所 以 在 
4#*0 时 ,Pd4 宝 0， 特别, 若 4 是 投射 模 , 则 Pd 4= 0, 因为 这 时 对 
任何 nn 之 0, 任何 0, 恒 有 Ext*+t1(4, O) =0， 反 之 , 若 Pd 4 一 0 则 
4 是 投射 模 . 

为 了 更 具体 地 考虑 Pd 4, 我 们 先 证 

引 理 工 阁 4;>P-C 为 短 正 合 列 , 旦 了 为 投射 模 , 则 当 wz 
时 , 对 任何 凡 , 恒 有 

Ext*(4, M) Ext"+*1(B, M). 


证 由 第 三 章 定 理 18 的 (6.7) 式 ， 因 二 投 得 ， n>1, Ext*(P, 
ab) =0, 故 有 正 合 列 
0—> Ext"(A, M)—> Ext"*:(B, M)—>0, 
所 以 Ext"(4, M) 守 Ext*ti(B, M). 品 
直列 引 理 叫做 Sechanuel 引 理 . 
引 理 4 设 有 两 个 短 正 合 列 


e 179 0。 


,>P.»h 

X'» >P BR A, 

其 中 了 与 P' 都 是 投射 模 , 则 
XOP'X'ODP. 


证 可 定义 了 二 0 使 有 交换 岁 ; 


XY > >” FP —» /4 


| | |. (1.1) 


HN’ > PP’ > 4 


再 定义 0o. XK-—>PDR' 
所 2H>《 一 人 OO，9 (oO ) 
T， POHOX'—>P' 
(CD，2z)H> 丰 (2) 十 9 (2 ， 
首先 ,o 是 单 同 态 , 因为 (一 nn(z), g(%)) 一 0 时 ,7(2) 一 0, 并 央 
7 是 单 同 态 , w= 二 0. / 
其 次 ,z 是 满 同 态 . 任 取 yp'EP', 设 w'(p') 一 a€ 4, 再 取 pEP， 
使 ww (Pp)=a==w(p). 让 2 一 Fo 一 2 则 因 
TPD ~ (PD) —mf (P= (Pp) 一 四 (CO) 一 0， 
故 nD ERKerw’ =Im", 
所 以 有 EX', 使 7(w') = pi, 因 此， 
p=f(D HP=f PD +N oO = Tp, 2). 
最 后 ,Imo = Kerz. 事 定 上 , 浴 wEXX, 则 
To (2) =7(— nw), 90)) = — fn(s) irq (2) = 0, 
故 ImoCKers. 
车 (p, vw') EKer7, 则 了 (p) 十 (w) 一 0， 于 是 ， 
O=m (f(D) THI TF) = fp) 十 zz (TF') 
~—wf (Pp) 一 (2D) ， 
所 以 pEKer mm 一 Imm， 因 此 ,有 sw 印信 ,使 pm(w)。， 再 因 
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0 一 TO) 十 万 () ="7 2 ) 十 II90o) 
= (w+ 9%)), | 
3 为 单 同 态 ,z -+g(z) 一 0 2 一 一 g(%)。 所 以 
(P, LI)=(—n(—w), g(—%2)) =0(%) ElImo. 
于 是 我 们 有 短 正 合 列 
XPOX—»P. 

再 因 己 是 投射 模 , 故 对 @P' 侍 POX'. 口 

推广 引 理 2, 我 们 有 

引 理 3 设 


N>—P,_i oo, P,_s—>."——> Po—» 4 


与 (1.2) 


dn 


N'»> > Pp' ,5 一 一 > 一 > Po——» 4A 
都 是 正 合 列 ，P, 与 P) 都 是 投射 模 , 则 
人 由 已 -中 大 -中 由 C 
兰 太 人 PP :中 … 中 01 (1.8) 
这 里 若是 偶数 ， 则 C= Po，O'= .Pi 若 % 是 奇数 ， 则 0= Po， 
C 一 0. 
证 对 交 归 纳 . 
n=l1 时 ,其 结论 已 由 引 理 2 所 肯定 . 
设 w>1, 让 Imd= 和 ，Im 丰 = 和 由 引 理 2， 工 四 Ps 
三" 四 Po 我 们 将 有 两 个 正 合 列 
N»>P,_1—>:….—>Ps—> PDP—» FDP, 
N’>P’'_1—'.—>P—>P1OPo—» DPo. 
于 是 由 归纳 法 的 假定 
NOP'_1BP, sD:…OC 
NBP,_ OP DB:…DC,", 
这 里 当 % 为 偶数 时 , C= Pi@@Po，0'= PPo; 而 当 mn 为 奇数 时 ， 
C= POP', CO'= POP,o. 口 
推论 。 (1.2) 中 的 放 与 入 ' 越 者 两 个 都 是 投射 模 , 或 者 两 个 都 
不 是 投 针 模 。 : 
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事实 上 , 车 人 .3) 中 的 六 是 投射 模 ， 则 该 式 左 方 是 投射 模 ( 概 
射 模 的 直 和 仍然 投射 ) , 因而 六 也 必 是 投射 模 。 反 之 亦 真 ， 口 
我 们 有 
定理 1 设 4 为 站 - 模 ,n 宇 0, 则 下 列 的 七 句 活 等 价 ; 
(1) 4 有 一 个 其 长 度 为 m 的 投射 分 解 
0—>P.—P,_:—:…—>P:— Po—»4,; 
(2) 设 {P:，od 为 4 的 任 一 个 投射 分 解 ， 则 Im 是 投射 
局; 
(3) 设 
0—>—>P,_1->...— Pi—>?o—»A 
为 任 一 个 正 合 列 ,， Po，Pi，…:，P。1 都 是 投射 模 , 则 已 也 是 投身 
模 ; 
(4) 对 任何 半 - 模 及, 恒 有 
Ext"ti(4A, M)=0, j=1, 2, *; 
《5) 对 任何 并 -模型 , 恒 有 
Ext*t*(hA, M)=0; 
(6) PdA<n; 
(7) 在 0->M->->N->0 为 正 合 列 时 , 有 右 正 合 列 
Ext"(A, M)}-—>Ext(A, L)—>Ext"(A, N)-—>0. 
证 (DD 吕 (2), (1) (83) 都 由 引 理 ;及 推论 ， 
(也 一 (人 显然 ,因为 这 时 Hom (0, 至 ) 一 0. 
4) 过 (5) ”当然 . 
(56) 二 (6) ”由 Pd 4 的 定义 . 
(6) 二 (2) 设 Pd4=m<n.。， 任 取 Pt，%} 为 4 有 的 一 个 投 
射 分 解 , 我们 有 短 正 合 列 : 
Im di»>> Po-» A, 
Imdr1»> P; —» 1md;, ij>0, 
于 是 由 引 理 1, 对 任何 型 ,有 
0=Ext”"t’(A, M)=Ext"( ma, M) . 
= Exi”™ (Imad, M) =:… = Ext’ (Imd,, M), 
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由 第 三 章 87 定理 23，Imdv 是 投射 模 , 因此 
0 王 Ext" "ti(Tm od,, M) = Ext- "(Im dns MM) 
= = Ext’ (Imoa,, M). 

放 Im 是 投射 模 , / 

(7 人 (5) ”由 第 三 章 $7 定理 22， 所 述 右 正 合 列 能 够 成 立 的 
欧 要 条 件 是 Extrti(4, M) = 一 0. 

定理 的 证 朋 全 部 完成 ， 口 

推论 1 大 PdA4=n>>0， 则 对 所 有 的 左 A- 模 及， 所 有 的 右 
全 模 上, 当 j==1, 2, … 时 , 恒 有 

Ext"ti(A, M)=0, Tor,j;(L, A) =0; 

而 对 m%<n, 必 有 一 个 左 并 - 模 B,, 使 Ext”"(4,，B,) 到 0. 

证 第 一 部 分 得 自 定理 1. 

关于 第 二 宛 分 ,和 完 取 B, 使 Extr(4, 已 天 0 把 至 能 入 到 一 个 
内 射 模 Q@ 中 ,得 短 正 合 列 

B>>Q—» B,_1, 

则 有 
Ext"-1+(A, B,_1)— Ext*(4, B)-> Ext"(A, Q) 一 0. 
由 于 Ext*(4, B) 关 0, 故 Ext*+(4，B,._1) 关 0， 口 

定理 工 也 指明 ,4 的 投射 维 数 可 由 其 投射 分 解 的 长 度 来 定 出 ， 
即 , 有 

推论 2 Pd4 二 mn 的 充 要 条 件 是 4 有 一 个 投射 分 解 { 了 ，ad， 
其 中 当 4>m 时 ,了 ;=0, 而 当 <w 时 ,Tomn ai 不 能 是 投射 模 . 

下 列 定理 在 计算 模 的 投射 维 数 时 是 非 第 有 用 的 . 

定理 2 设 4;>B~0 为 短 正 合 列 , 则 

(1) 当 Pd B>Pd A 时, PdO = Pd BB, 

(2) 当 Pd B<Pd4A 时 ,PAO=Pd A+il; 

(3) 当 Pd B=Pd4 时 , PdO<Pd A+1. 

证 对 于 任何 开 , 任何 mw>0, 有 正 合 列 

“> Bxtr (lO, MY)—>Bxtr(B, M)— Ext(A, MY 
一 Ext"ti(O, M)—>Ext"'1(B, M)—>BExtt1(4, M) 
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(1.4) 
如 果 当 m 宇 nn 时, Ext"*(4，NWM) 一 0, 但 了 Bxt(B， 六 ) 加 0， 则 
Extr(O, MM) 关 0， 于 是 由 红 . 信 , 当 和 0 时 ， 
Ext"*i(O, M) Rxt"*i(B, M), 
故 Pd B= PdoO. z 
如 果 当 m 宇 mn 时 ，Bxt(B，M) 一 0, 但 了 xi， 型 ) 大 0， 则 
Ext"?(O， 有 以 ) 不 能 是 0, 而且 对 于 7 一 1 2，…， 
Extti(O, M)Rxbrtfi(4, M). 
所 以 PdC=Pd B+1. / 
如 采 当 mm 之 n 时 ， 
Ext"*(B, M)=— Ext"(A, M)=0, 
则 Extr "(OCO， 及 ) 必 等 于 0, 所 以 这 时 PdC<PdA4A+1. 口 
推论 3 若 4>>B-»30, 而 且 4，B, CO 中 有 两 个 的 投射 维 数 有 
限 , 第 三 个 的 投射 维 数 也 必 有 限 . 
推论 4 若 4>B-O 且 B 为 投射 模 , 则 PdO<1-+Pd 4, 
最 后 我 们 证 明 
定理 3 Pd( (t 4,) =Sup Pd 4,. 
证 ”由 第 三 章 8$8 6 定理 20, 对 任何 %, 任何 用 , 恒 有 
Ext"(DA,, WM) I Ext"(4,, M), 


所 以 Exi(D4,， 凑 ) =0 当 且 仅 当 对 每 一 个 入 Bxtr(4,, M) =0. 


$2 模 的 内 射 维 数 


内 射 维 数 与 投射 维 数 是 相互 对 偶 的 概念 . 
定义 设 O 为 并 模 ,其 内 射 维 数 定义 为 最 小 的 整数 mw 使 对 
任何 4, 恒 有 了 zt (4, 0) 一 0 如果 这 样 的 ”不 存在 , 即 对 任何 
w 一 定 有 4, 使 了 zt (4，O) 关 0 则 C 的 内 射 维 数 为 co。 零 模 
的 入射 维 煞 仍 为 一 1， 我们 常 以 Id0 表 内 射 维 数 ， 
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下 面 的 引 理 是 Schanuel 引 理 人 1 引 理 2) 的 对 倡 定理 (但 需 
另行 证 明 )， 
引 理 做 设 有 两 个 短 正 合 列 


9 和 
A> — NN 
一 人， (2.1) 


A>’ > Q' Ty» N" 
其 中 @ 与 & 都 是 内 射 模 . 则 
QDN VON, 
证 ”我们 的 证 明 是 与 $i 中 的 引 理 2 的 证 明 相 类 似 的 . 首先 ， 
求 与 g, 使 有 交换 图 


"| | | (2.2) 


然后 定义 5: DN 
gq (-f(4), w (9)) 
与 0. 外 AN 一 人 
(q, PN 9) + 9(n), 
则 有 得 正 合 列 
Q OON—»N'. 
这 里 必须 证 明 43, 是 单 同 态 , o 是 满 同 态 ,并 且 ImYy= 玉 er ww。 证 明 
并 个 困难 , 可 仿照 8I 引 理 2 的 办 法 ,但 略 有 改变 . 
十 是 因 Q 是 内 射 模 , 故 得 QN 人 4 由 口 
推广 引 理 1, 则 有 
引 理 2 设 有 两 个 正 合 列 
人 A300 > 1 PN, 
4 一 Qo 一 Q1 一 … 一 QQ， 人， 
则 有 QQ 中 es 中 兰 Qo 中 QQ 中 …. 
因此 ,入 与 太 中 若 有 一 个 是 内 射 模 , 另 一 个 也 必 是 内 射 模 . 
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证 法 与 8 工 引 理 3 的 证 法 相同 ， 间 
定理 4 设 C 为 一 个 3- 模 ,m 关 0 则 下 列 的 七 句 话 等 价 ， 
(1) C 有 一 个 内 出 分 解 : 
O00 A 
(2) 设 
CO 名“ > QQ" .0m Oy 
为 O 的 任 一 内 射 分 解 , 则 Im a”-! 是 内 射 模 ; 
(3) 者 
O30°—»01—>...—>0"-1-» 子 
为 任 一 正 合 列 , 9, 他，…, 8@"! 都 是 内 射 模 , 则 子 也 是 内 射 宽 ; 
(4) 对 任何 A- 模 4, 忆 有 
Rxt"ti(A, O) =0, j=1, 2, 
(5) 对 任何 3- 模 4, 恒 有 
Ext"+i1(A, O) =0; 
(6) Id On 
(7) 在 0->W>L>M->0 为 正 合 列 时 ,有 右 正 合 列 
Ext"(M, CO)—>Ext*(L, O)-—~>Ext"(N, 0)—0. 
证 法 与 定理 1 的 证 法 相同 . 口 
推论 1 CO 是 内 射 模 , 当 且 仅 当 Ia C=0. 
推论 2 IQC=mw, 其 充 要 条 件 是 C 有 一 个 内 射 分 解 {，2 
其 中 当 4>m 时 ,Q'0, 而 当 5<n 时 ,Kerd' 不 是 内 射 模 . 
推论 3 车 I40=n>0, 则 当 :m<n 时 , 必 有 4m 使， 
Ext"(A,,, O) ~» 0. 


$3 环 的 忆 体 维 数 


总 体 维 数 是 环 的 一 个 很 重要 的 同调 性 质 ， 
定义 的 筷 体 要 十 他 -1 不 分 左 有 . 车 中 只 0 则 在 


各 和 和 则 省 
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简称 左 维 数 , 记 成 Lg d=n, 如 果 这 样 的 % 不 存在 , 则 Lgd 针 = oc. 
同样 ， 在 所 有 的 右 %- 模 中 ， 其 最 大 的 投射 维 数 % 定 义 为 站 的 有 
总 体 维 数 , 简称 右 维 数 , 记 成 Rgd 半 =m。 如 果 这 样 的 m 不 存在 ， 
则 Rgd NM = 00. 

我 们 将 看 到 ,有 的 环 的 左右 维 数 并 不 相等 ,但 也 有 的 环 守 其 左 
右 维 数 是 相等 的 ,特别 是 交换 环 ,这 时 其 左右 维 数 之 值 称 为 总 体 维 
数 , 记 以 Gq. 

我 们 首先 有 

定理 5 对 于 "之 0, 下 列 的 五 句 话 等 价 ， 

(1) Legd A <<n; 

(2) 对 任何 4 Pd A<n: 

(3) 对 任何 0, IdO<n; 

(4) 对 任何 4 与 0, 有 

Ext”t{(A, O) =0, j=1, 2，…; 
(5) 对 位 何 44 与 CO, 恒 有 
了 HPxti (dd 0) =0. 


证 (二 (2) 由 总 体 维 数 的 定义 . 
(2 会 (的 全 (5) 由 投射 维 数 的 定义 及 定理 1. 
(3) 合 ( 纪 低 (5) 由 内 射 维 数 的 定义 及 定理 4. 口 
” 立 得 
推论 ”Led 3[ = sup Pd 4- sup IdC 
一 Sm {n|Ext(A, O) #0}., 


推论 中 的 4 所 取 的 范围 还 可 以 缩小 到 循环 模 . 我 们 有 下 列 
的 Auslander 定理 . 
”定理 6 LedA 一 sup Pd ,NW 为 循环 模 . 
在 第 二 章 8$85 中 ,我 们 曾 证 明 过 , 入 为 循环 模 当 且 仅 当 有 左 理 
想 J 了 使 入 兰 /J。 因为 在 入 一 fw 为 循环 模 时 , 让 v 为 的 左 替 
化 理想 , 则 信守 和 /J 而 在 另 一 方面 , A/J 是 由 I++v 所 生成 的 特 
环 横 ， 因 此 , 定理 6 有 另 一 种 形式 , 见 : 


.187 。 


定理 6 Jegds=supPdst/I 
| 


证 ”如果 有 一 个 循环 模 , 其 投射 维 数 为 co , 那么 , 我 们 就 没有 
什么 要 证 明 的 , 因为 这 时 Led 站 只 能 等 于 oo. 
现在 假定 sapPd NN 一 n< 吕 o。 于 是 对 任何 循环 模 闵 与 任何 
CC 必 有 zt 0) 一 0 任 取 OO 的 一 个 内 射 分 解 
O30 —>01—>.. .>Q"-1 >Q"—— >. … (3.1) 
于 是 
0 一 了 Ext (WOD 兰 Ext(N，Imn20 宕 … 
过 Ext:(N, Im oO" . 
让 入 一 并 /vv 为 左 理 想 , 则 从 短 正 合 列 
J > oN 
得 右 正 合 列 
Hom (A, Im6"-D)-— >Hom(J, ImO-!) 
—>Extf(N, Im6" ) =0, 
帮 c 为 满 同 态 . 这 说 明 ， 对 任何 fEHom (J，Im6""”))， 有 
gE Hom (Ml, Imno ), 使 co(g)=gm= f, 如 下 图 所 示 


TImg* 
~、 
~、 » 
人 ~ 2 
J 了 甩 


由 于 J 是 任意 的 , 故 由 Baer 判别 法 , Im 姑 -: 是 内 射 模 ， 因 而 由 定 
理 4，IdC<w 由 于 O 也 是 任意 的 , 由 定理 5，Lgd 时 一 mw， 
推论 1 如 果 Lgd 半 二 1, 则 
LgdA~supPdJ+l1, 


J 为 左 理想 . : 
维 数 的 定义 ,Led 外 宇 PdJ, 因而 Lgd Y >sup Pd Jy. 如 果 sup PdJ 
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一 co, 那么 ,Lgd 并 也 只 能 是 co。 
现在 假定 sap Pd 一 nm<oe、 
取 短 正 合 列 
J UPN, 
这 里 J 是 左 理想 ,入 是 循环 模 ， 环 六 本身 是 一 个 日 由 - 模 , 因而 
是 投射 半 - 模 , 故 PdzAl=0. 

如 果 mw 一 0， 则 每 一 个 7 都 是 投射 模 ， 则 由 定理 2(3)，( 这 时 
PdJ =0) 得 PdN<1. 如 果 每 一 个 Pd 都 等 于 0， 则 由 定理 6 
Lgd 站 二 0, 不 能 宇 1, 所 以 至 少 有 一 个 Pd 和 一 这 时 Led 2 =1= 
sup PQvV +1., 

如 果 w>>0, 则 对 任何 六, 必 有 PdN<n 二 1, 但 因 至 少 有 一 个 
J ,使 Pay 一 mw 故 由 定理 2(2)Pd 站 /J 一 n 二 1， 所 以 supPdN= 
% 十 jj 。 册 定理 6, Led 一 nn 十 i =sup PdJ 十 i. 口 

在 第 二 章 8 7 中 我 们 站 和 定义 一 个 并 - 模 以 的 合 民 于， 它 是 一 


个 以 以 为 首 的 降 链 
M= ~ Mo> Mi> Ms>:…> M,=0, (3.3) 
其 中 的 因子 模 
用 oo Mi, M,/M,, 机 M,_1/M,.= M,: (3 .4) 


都 是 单纯 模 . 在 那里 , 我 们 也 曾 指 出 , 阁 让 有 合成 列 , 则 以 妈 为 
首 的 任何 降 链 都 可 加 细 成 为 一 个 合成 列 : 型 的 任 两 个 合成 列 必 有 
相等 的 长 度 ,而 且 其 因子 模 一 一 对 应 地 同 构 , 但 不 一 定 按照 所 排 的 
次 序 . 

如 果 对 本身 作为 多- 模 有 合成 列 ( 这 等 价 于 说 , 六 的 左 理想 之 
集 既 满足 极 大 条 件 , 又 满足 极 小 条 件 , 见 第 二 章 $7 定理 17), 则 定 
理 6 中 的 可 以 仅 取 单 纯 模 (单纯 模 必 循环 , 循环 模 未 必 单 纯 ). 

定理 7 了 如 果 半 本 身 作为 站- 模 有 合成 列 (合成 列 中 的 各 项 当 
然 都 是 左 理想 ), 则 
Led A = sup PdoO, 
CO 取 单 纯 妆 - 模 . : 

证 ”由 于 单纯 模 必 循环 , 故 

e ye 


sup PdaC <sup Pd NWN, 


因此 sup PdO<<Led 半 ， 于 是 , 若 Sup PdO= co, 则 Ld 世 必 等 
于 co .所 以 我 们 可 以 假定 supPd0=n<0%. 
我 们 先 证 , 若 寻 有 合成 列 (3.3)， 则 Pd 了 用 <n, 对 7 归纳 ,7=1 
时 ,MM 本 身 是 单纯 模 , 故 Pd Ms 和 nm。 现 设 >1，、 让 4=M/Mi， 
则 4 为 单纯 模 ， 其 合成 列 的 长 度 为 1， 而 Mi 的 合成 列 的 长 度 为 
一 4 ,所 以 ,由 归纳 法 的 假定 Pd A<n, 且 Pd Mijn、 由 短 正 合 列 
M>>M-—»A, 
并 由 定型 2, Pd M <n， 
现在 假定 
ADT OJ OJ.=0 
为 | 的 一 个 合成 列 ,到 均 为 左 理想 . 若 W 是 循环 模 , 则 
=JNDvVNDvVND…DDJ AN=0 
是 六 的 一 个 合成 列 , 所 以 由 上 面 已 证 得 的 绪论 知 上 d 丸 委 %。 由 于 
DN 是 任意 的 , 故 Lgd 半 =supPdN<n. 品 、 
推论 2 车 守 有 合成 列 , 且 Lgd 站 0, 则 
ge HP Pe Vt, 
上 取 极 左 大 理想 . 
证 0O 为 单纯 模 当 且 仪 当 O 衬 站/L, 了 为 极 大 左 理想 , 取 短 正 


合 列 
了 > 六 一 (7 ， 


则 与 推论 1 完全 相同 ,可 得 希 证 的 结论 . 口 

附注 1 五 十 年 代 , 同调 代数 学 家 Auslander, Kilenberg,， 
Kaplansky，Nakayama( 中 山 正 ) 等 在 日 本 名 上 古 屋 数 学 学 报 上 发 
表 了 一 系列 研究 同调 维 数 ( 包 括 模 的 投射 维 数 , 内 射 维 数 与 环 的 总 
体 维 数 ) 的 论文 ,对 这 个 理论 起 了 奠基 性 的 作用 . 

附注 2 ”如 果 环 名 是 两 个 子 环 和 与 %s 的 直 和 , 即 ， 

[=Ai 二 do, 

且 0d03 一 0a04 = 0, 1 E a, oa EAs, 


Led HM= max (Led A:, Led ¥,). (8.5 

其 证 明 可 分 三 步 ， 

第 一 , 若 Pi 是 左 如 - 模 ，Ps 是 左 Mf- 模 ， 则 PJ@OPs 是 左 并 - 
模 ， 反之, 任何 左 站- 模 卫 均 可 分 解 成 P=PiBPs, 这 里 Pi 是 左 
A 一 模 , Ps 是 左 3[s- 模 ， 

其 次 ,车 Pi 是 左 多 - 模 , 则 它 可 定义 成 左 半 - 模 (让 APi1=0)， 
于 是 , P; 是 投射 左 %:- 模 当 且 仅 当 它 是 投射 左 中- 模 . 

最 后 , 若 了 = 已 四 Ps，P，P 与 Ps 相应 为 左 吕 - 模 ， 左 9- 楼 
与 左 3f- 模 , 则 也 为 投射 站 - 模 当 且 仅 当 Pi 与 Ps 为 投射 M1:- 模 与 
投射 2%5- 模 . 


$4 ”多项式 环 与 合 冲 定理 


我 们 将 在 本 节 中 讨论 多 项 式 环 的 总 体 维 数 。 为 此 , 我 们 首先 
需要 一 条 换 环 定理 . 

设 时 为 任意 的 一 个 环 , % 为 其 中 心中 的 一 个 元 素 (对 任何 aE€ 
%b 恒 有 aw 一 wa), 且 不 为 零 因子 ,并 让 叶 表 剩 余 类 环 中 / (zw), 这 里 
的 (z) 当然 是 由 zz 所 生成 的 双边 主 理想 .， 任 取 一 个 只- 模 4， 我 们 
可 以 把 4 定义 成 为 一 个 并- 模 , 即 ， 当 a€ 氏 4a€4 时， 定义 aw= 
[oa, 这 里 的 [a 表示 在 自然 同 态 A 一/ (z) 下 ,a 所 取 的 象 , [oj] = 
陪 集 a 十 (zc) ， 因 此 ,同一 个 4 既是 一 个 风 - 模 ,又 是 一 个 站 - 模 , 在 
作为 史 - 模 时 , 这 个 4 将 表 以 4, 其 投射 维 数 将 表 以 PdxAst. 在 
作为 由- 模 时 ,其 投射 维 数 将 表 以 Pan 4. 

我 们 有 

定理 8( 第 一 换 环 定理 ) 设 2 为 环 区 的 中 心中 的 元 素 ， 且 不 
为 零 因 子 ， 出 一 %/(o) ，4 为 一 个 见 - 横 ， 则 当 Pdw 4 一 mn< ce 时 ， 
Pdx 4w = 一 m% 士 1I。 因 此 ,如 果 gd 天 co, 刚 

Led >Lgd B33-+1. (4.1) 

证 设 mn=0,， 则 和 4 为 投射 3- 模 .我 们 肯定 hm 不 能 是 投射 

站 - 模 。 不 然 的 话 , 它 必 是 某 一 个 自由 名 - 模 了 了 的 直 和 加 项 , 因而 是 
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的 子 模 ， 假 定 卫 定义 于 集合 {yes} 上 , 则 hw 的 每 一 个 非 零 的 
元 素 a 必 是 这 些 y 的 有 限 线性 组 合 , 即 


OF a= So oH, 


而 且 其 系数 mw 是 唯一 的 ， 但 0= za= 之 za 故 xou 一 0。 因 m 不 
是 零 因 于 ,所 以 om%=0, 因而 a=0. 矛盾 . 所 以 Pdx4w 1 
了 要 证 Pdu 4w 生 1. 因 4 是 投射 局 - 模 ， 放 有 目 由 中- 模 G= 
4B.。 设 94 是 定义 于 集合 {yres} 上 的 目 由 另 - 模 ， 则 Ge 以 
{yxesa 上 } 为 其 生成 系 ， 取 G 为 定义 于 集合 tea} 上 的 自由 ~ 模 ， 
G” 为 定义 于 集合 {zwrea} 上 的 自由 ~ 模 , 则 有 得 正 合 列 
GG HG (4 .2) 
z UY 
由 于 GG 与 GQ” 都 是 日 由 半 - 模 ， 因 而 是 投射 半 - 模 ， 故 (4.2) 表 明 
PdasGsrsT， 但 (4.2) 肯定 不 可 发 ,否则 G 中 有 一 子 模 Gs 与 Ger 同 
构 , 这 时 必 有 zGai = 一 0, 不 可 能 ， 所 以 Cs 不 是 一 个 投射 模 , Pds Giw 
思 1。 于 是 Pdy Gx=1. 
由 G=4 中 2 得 Ga=4o 中 Ba， 从 了 dwrGs= 一 工 及 定理 3， 知 
PdyAg 忆 1， 定理 的 前 一 部 分 对 于 n=0 的 情况 得 证 ， 
设 w=l1。 取 为 自由 改 - 模 ,使 有 短 正 合 列 
/ Ny>G—» A, (4 .3) 
因而 有 
Ny Go» .Ayr. (4 。 4) 
由 于 了 du 4=1, 由 定理 1，(4.3) 为 4 的 一 个 投射 分 解 , 和 为 投射 
由 一 模 ， 所 以 , 由 n=0 的 情况 , Pdw Nat 一 Pdy Ge 一 1 由 定理 2， 
Pda 4xr<2. 
Pdaas 4s 当然 二 0， 因为 4x 不 可 能 是 一 个 有 目 由 多- 模 的 子 模 ， 
当然 不 能 是 投射 模 ， 
需 证 Pdm 4g 天 1。， 如 果 Pda hw 一 1, 则 有 自由 - 模 玉 与 投射 
并 - 模 及 弓 了 使 有 短 正 合 列 


万 > 一 3》 太一 》 Ay. (4.5) 
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因 zAg 一 0, 故 ZFCH~Kerw, 内 此 有 
HCIFCH 
于 是 由 同 态 定理 ,得 
H/Fr->P /rrF-»A. (4.6) 
上 式 中 五 /zx 与 了 /wz 了 其 实 都 是 导 - 模 ， 因 此 (4.6) 是 多- 模 的 一 
个 短 正 合 列 ， 若 丈 是 定义 于 {Yea} 上 的 自由 站- 模 , 则 5V/z4 是 
定义 于 问 一 个 集合 1 小 上 的 自由 改 - 模 . 因 Pds4=1, 故 H/zF 
是 投身 兴 - 模 ,有 所 以 短 正 合 列 
H/oH eH/rH—»H /rH 
可 移 , 故 
H/oHrF /rHAOH/LE 

因 瑟 是 投射 六- 模 , 故 互 /z 互 是 投射 省 - 模 , 因而 xz 有 /ve 是 投射 
几 - 模 ， 但 2E1/z 瑟 兰 F /已 兰 4(c 不 是 零 因 于 1)， 所 以 4 是 投射 
员 - 模 ,Pds 4 一 0¥1， 矛盾 .因此 ,在 Pds 4 一 1 时 ,Pd 4x 一 2. 

最 后 ,让 %>>1， 取 器 为 自由 内 - 模 , 得 短 正 合 询 (4.3).。 由 定 
理 2, 因 PdwG=0, 故 必 有 Pds WPds 4 一 1=n 一 14、 由 归纳 法 
的 假定 ,Pdx Nx 一 n>>1, 再 因 Pd Gr.=1， 故 由 定理 2， Pds An 一 
1 十 %。 定 理 的 前 一 尘 得 证 . 

后 一 半 是 明显 的 ， 口 

注意 ， 定 理 8 的 条 件 LSgdq 风 <<ce 是 不 可 缺少 的 . 我 们 可 举 
一 个 例 来 说 明 , 在 Lgd 澡 = oo 时 , 却 可 能 有 gd%< ce. 

取 整 数 环 Z, 它 是 一 个 主 理想 环 ， 每 一 个 主 理想 (mm) 天 0 都 是 
一 个 定义 于 单元 集合 {m} 上 的 自由 模 , 因而 每 一 个 循环 模 乏 /m2 
”都 有 投射 维 数 三 1。 如 果 四 >1， 则 4=Z/me 和 肯定 不 是 目 由 到 
模 , 因而 也 不 能 是 投射 Z- 模 ( 主 理 想 环 上 的 投射 模 必 上 日 由 ! 第 二 章 
$9 定理 12). 所 以 4=Z/mZ 的 投射 维 数 等 于 1. 这 说 明了 ( 定 
理 6) 代 的 总 体 维 数 GdZ=1.， (交换 环 的 总 体 维 数 不 分 左右 。) 

考虑 器 =Z/ (4) , 它 的 元 素 将 表 以 符号 0, 1, 2 与 3. 让 4= 
(32) 为 由 2 所 生成 的 主 理想 ， 取 短 正 合 列 

(2)»>»3—» 3) 
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b.1r->0.2 
作为 自由 员 模 , 叶 与 (四 (2) 不 同 构 ,因为 3480， 但 2(( 分 由 (2)) 
一 0、 所 以 (2) 不 是 一 个 投射 模 ， 其实, (2) 作为 一 个 为 - 模 , 有 一 个 
无 穷 长 的 投射 分 解 
.> ">P->.. -一 > 区 一 (2) ， 

其 中 dr (所 一 2.2， 所 以 每 一 个 md 都 等 于 (2), 因而 都 不 是 投射 
模 , 故 Pdn(2) 一 ceo. 于 是 Gd 多 一 oo， 

不 过 , 按照 定理 8, 如果 有 集合 {4ies} 为 必 - 模 之 集 , 每 一 个 
Pdys 4; 都 有 限 , 但 Pd 4; 之 集 无 界 , 则 Lgd 守 与 Lgd 沁 都 是 ce. 

我 们 现在 转 到 多 项 式 的 理论 . 

设 当 为 一 个 环 ， 4 为 一 个 模 取 2 为 一 个 符号 ， 我 们 称 下 
列 的 形式 

&(0) 一 00 士 00 十 … 十 Craom WE A, on 0, (4.7) 

为 4《 上 的 一 个 m 次 多 项 式 , 4 中 的 元 素 mo 二 0 为 一 个 0 次 多 项 式 ， 
而 4 中 的 零 元 素 0 为 零 多 项 式 ,但 无 次 数 。 可 以 按照 传统 的 办 法 
来 定义 atz) 一 5(w) (次 数 相等 ， 相 应 系数 相等 } 与 g(z) 十 5(w) ( 同 
类 项 合并 ). 于 是 , 4 上 的 全 体 多 项 式 成 为 一 个 加 法 交换 群 , 记 成 
4[zj] . 

如 果 BO 一 BoTRBiz 二 十 Bear 的， a(w) € 4[2], 我们 
定义 

B(o)a(o) 一 86 十 Di 十 Daz2 十 。， 

其 中 bs = 人 ic， (4.8) 


则 鸡 [z] 是 一 个 环 ， 称 为 罗 上 一 元 2 的 多 项 式 环 ,而 4 [为 一 个 
3 [2] 一 模 ， 如果 改写 18z 为 zj, 则 zz 在 当 [zj 的 中 心 内 , 且 不 为 零 因 
于 .同时 , (4.8) 也 定义 了 ww”=w*" 所 以 wr" 可 以 理解 为 6 的 n 
次 医 , 它 满足 通常 的 指数 律 . 四 
大 B6(w) ==Bot+B12 十 … 十 Bww', 而 BE 必 , 则 由 (4.3)， 
Bl%)B'= BoB'+BB'rt.…+ BB'w EPIL], 
所 以 局 [oj 是 一 个 右 必 - 模 (当然 也 是 左 池 - 模 ) 我 们 有 
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引 理 1 (1) 作为 右 入 -~- 模 ,加 [w] 是 平坦 的 ; 
(2) A[z] <3[2] 4. 


证 (1) 作为 右 叶 - 模 ,号 [w] 事 实 上 是 一 个 自由 模 , 定义 于 集 
合 {1, %, 2°,.…} 上 . 
(2) 让 a 对 应 ww 即 得 同 构 . 口 
推论 1 (1) 车 4 是 自由 只- 模 , 则 4[z] 是 目 由 内 [zj- 模 ; 
(2) 若 4 是 投射 叶 - 模 , 则 4[2] 是 投射 器 [w]- 模 . 
证 人) 车 4 定义 于 和 集合 S={s,es} 上 , 则 汰 [wj4 是 定义 
于 5S={s,} 上 的 自由 只 [2]- 模 . 
(2) 车 厂 为 自由 模 , 了 了 =A4B, 则 
Bw OF=B[21 WADI21YB. 品 
于 是 有 
“定理 9 设 4 为 如 - 模 , 则 
z Pd» A= Pd¥rey 4[Lz] . 
证 任 取 4 的 一 个 投射 分 解 
> P,P, i>. > Po 4, 
则 得 4 fw] 的 投射 分 解 8[z]@P, 是 投射 加 [wj]- 模 ) 
.> 8 [wo] OP, $8 [0] OP > [0] OP, 
—»A [Twil. (4.9) 
如 果 Im d, 是 投射 模 , 则 Im eC9q, 也 必 是 投射 0 
Pdaio 4Ez] <Pds 4. 
现在 假定 4 [2] 有 投射 分 解 
0—> OQ, —> Qn.1 ->...—> Qo —» A [w], (4.10) 
这 些 @, 都 是 投射 加 []- 模 ,但 作为 四 - 模 , 它们 首先 是 投射 3- 模 . 
作为 一 个 妈 - 模 ，A4 [wz] 事 实 上 是 可 数 无 穷 多 个 4 的 直 和 ,因此 
Pd(BA) <n. 如 果 取 (4.10) 为 4[zj 的 一 个 最 短 的 投射 分 解 ， 则 
由 定理 3,- / : 类 
Pda A<n= Pdyrey A [wz]. 品 
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至 于 ILgd 风 与 Lgd 见 [四 的 关系 ， 下 列 的 定理 给 出 了 准 确 的 
答案 . | 
定理 10 设 半 = 器 [xz], 则 
Lgd A = Lgd B+1. 
证 定理 9 已 知 指明 , 若 Lgd3=oo, 则 Lgd 也 必 是 oo. 所 
以 我 们 可 假定 Lgd 3 过 oo. 
由 于 zz 在 六 = 并 [zj] 的 中 心 内 , 且 不 为 零 因子 故 由 和 定理 8 
Legd > Lgd 3+1. 
现在 我 们 需要 证 明 Lgd 站 <Legd 3 十 1. 
任 取 C 为 一 个 六 - 模 , 它 首 先是 一 个 员 - 模 。 在 作为 ~- 模 时 ， 
这 个 O 将 表 以 Cu. 
令 卫 为 非 负 整数 集 , 卫 = {0, 1, 2, …}, 并 取 B= Ow8， 寺 是 
8 中 任何 6 都 可 唯一 地 表 成 一 个 有 限 序列 ，b= (co，61，…，6m， 
),…) ,01EO8， 如 果 mE 氏 ， a 二 Bo 十 Biw 十 … 十 Baw", 我 们 定义 
ob = (00, 01, *…), 
癌 0 一 ,全 ch， 
则 8B 作成 一 个 %- 模 
定义 | 
T5， 卫 一 CO (4.11) 
(Co, 01, …，0m，0，…)H>0o 十 C40 十 十 On2m， 
当然 是 一 个 满 同 态 ,因为 任 取 coEC, 必 有 (co，0，0，…) 
、 但 不 是 单 同 态 ,因为 在 ecECO 时 ,c= (ec 一 oz) 十 oa, 故 
w (60, 0, ») = (0—01%, 01, 0, ,…). 
让 4 一 Kerw, 则 有 六- 模 的 短 正 合 列 
A,>B——»0. (4.12) 
我 们 要 证 明 4 之 B, 因 而 Pdx 4 一 PdyB. 
为 此 ， 任 取 0¥%0= (60，b1，…，bm-1，0，…) EB， 并 定义 
= (0C&o， @1, “Gm, 0 …) 使 
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Co 一 bo%, 
m= 00 一 00， 
(4.13) 
m1™ Om-1T — Om-3, 
Gm = — bm_1, 
直接 计算 , 即 知 (oa) = 一 0, 即 , a€ Kerw=4。. 这 种 由 8 求 & 的 万 
法 提供 了 一 个 模 同 态 ac: 8 一 4. 它 显然 是 单 的 ,因为 由 (4.18), 大 
ot6) =0, 则 4 必 等 于 0. 它 也 必 是 满 的 ,因为 若 
OF0= (go, wd ***, Gm, 0, *…) €E Kerz, 
必 有 和 >0， 且 代 入 (4.13) 可 以 解 出 bw- bm-as，……， oo， 放 
aE€1lmo. 所 以 4 关 了 ,于 是 由 定理 2， 
Pd OCO< Pdax B+1, (4.14) 
现在 让 BB 中 的 8= (co，61，…:，Cm，0，…') 对 应 Ce 中 的 
co 十 ci2 十 … 士 cn、 这 种 对 应 实际 上 是 半 ~- 模 的 模 同 构 , 故 
Pdx B= Pdy Ow lwl. 
由 (和 4.14), 并 由 定理 9, 即 得 
Pda CO<Pdy Ow[w] +1=PdsOw+1. 
由 于 CO 是 任意 的 并- 横 , 故 Lgd Lgd 3 二 1. 口 
推论 2 Led 兴 [wi, va, …, vs] = Legd 着 十 3。 
由 简单 的 数 尝 归纳 法 即 得 . 
下 列 的 推论 叫做 Hilbert 合 冲 定 理 . 
推论 者 尖 是 一 个 域 , 则 
Legd 当 [zi，2zo，-…，0s] 一 8。 
事实 上 ， 域 上 的 每 一 个 模 都 是 自由 的 ， 因 而 是 投射 的 ， 所 以 
Lgd 当 一 0 口 


S5 和 矩阵 函 子 


设 时 为 一 个 环 ，w 为 自然 数 ， 以 % 的 元 素 为 矩阵 元 素 的 mw 行 
算 阵 将 称 为 % 上 的 % 行 矩阵 、 这 样 的 抢 阵 之 加 法 与 乘法 都 与 线 
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性 代数 中 所 述 矩 阵 的 加 法 与 乘法 相同 , 因此， 所 有 氏 上 的 w% 行 逢 
阵 为 一 个 环 , 称 为 半 上 的 % 行 矩阵 环 , 记 之 以 观 ,( 半 )。 我 们 将 应 
用 第 二 章 8 14 中 所 述 可 逆 函 子 与 等 价 范 畴 的 理论 来 证 明 ， 半 与 
小 《过 ) 有 相等 的 总 体 维 数 . 
设 4 为 任 一 个 -~- 模 ,让 汪 = Bnd 4 为 44 的 右 目 同 态 环 ， 即 
当 a€EA, a€ A4, BEYV HH, 1 
(a0) B=a(0B) € 4, 
( 记 Gi) (之 Bi) -这 By 
0(B1Bs) 一 (ca 
于 是 44 是 一 个 (并 ,如 )- 模 (左右 叶 - 模 ). 对 于 fEHoms(4, B)， 
定义 (Bf) (@) = f(aB), 则 Homst(4，B) 被 定义 成 为 一 个 左 汐 - 
模 .。 
以 妨 表 示 函 子 Homg(4, 一 ), 于 是 ,了 把 B 变 成 
HF(B)= Homs(A, B), 
同时 又 把 cEHomx(B，O) 变 成 
F(o). Homa (4, B)—>Homs (4h, O), 
使 当 fEHomx (4, B) 时 ,了 (a) ( 户 一 af、 由 于 Homs(4， 了 3) 与 
Hom (4，OC) 都 是 好 - 模 ， 我 们 要 证 明 , 了 F(o) 也 是 8- 模 的 模 同 态 . 
事实 上 , 任 取 BE 贡 , waE4 ,我 们 有 
Fl(o) (Bf) (0) =o (B87) (a)=0f (op) = (0f) (apB) 
=B(of) (0) = BF (0)(f) (0), 


Plo) (Bf) = BF (oo) (f). (6.1) 
所 以 , 当 c 古 六- 模 妃 到 汇 - 模 O 〇 的 一 个 模 同 态 时 , 了 (a) 是 沁 - 模 
Homa(4,，2) 到- 模 sgHom(4，O) 的 一 个 模 同 态 ， 因 此 ,了 是 
3M 到 3M 的 一 个 共 变 加 法 左 正 合 函 子 . 

考虑 4 的 左 自 同 态 环 Homw (4，.4) (对 于 左 %- 模 4， 我 们 
总 是 把 映射 /EHoms.(4, 4) 写 在 被 映射 的 元 素 a 的 左边 ) ,由 上 
面 的 理论 , 当 fEHom(4, 4), BE 员 时 ,Bf EHom(4; 伯 ,特别 ， 
pes Hom(A4,， 4)，s4 为 环 Hom(4，4) 的 单位 元 素 ， 任 取 


»* 198 。 


故 


fEHom(4, 4), 我 们 取 B, 使 对 任何 ecE4, 恒 有 (oO 一 8B， 于 
是 , 因 (ac) 一 af (o) ,得 (aa)B=wu(cB)， 故 BE 见 。 再 者 ， 
f(@) =aB= (840) B= 84(0B) = Bes (a), 
所 以 f= Bse4.， 这 说 明了 ，Homa (4，A) 是 一 个 史上 的 日 由 循环 
模 ， 吾 oma (4，4) 一 3s4， 以 下 , 我 们 将 以 8 表示 Be4。 (注意 ， 
BEB, B" 与 &4 都 属于 Homw(4, 4).) 
首先 有 
引 理工 上 面 所 定义 的 函 子 了 了 实际 上 是 环 同 构 
F. Homa (A, A)—>Homs (F(A4), F(A4)) (5.2) 
(注意 ,了 (4)=Homu(4, 4))，。 
证 任 取 oE€ Homw(4，4), 我 们 作出 下 图 


Uo 


A 


| 上 
《5 .3) 
F(A)= Hom(a, 42 Hom(A,A) = F(A) : 


| 


ff > 一 > gf 


“也 既 是 一 个 共 变 加 法 函 子 , 它 当 然 是 环 同 态 . 

了 必 是 单 的 。 因为 了 (Co) 一 0 表示 对 任何 fEHom(4，4)， 
of 必 等 于 0. 若 取 f=&4, 则 oo=0. 

它 也 必 是 满 的 .为 此 , 任 取 交 E Homs(Hom(4, 4), Hom(4, 
4)), 令 由 (84) =oEHom(4, 4)、 让 o 为 6.3) 上 面 一 行 的 o， 
则 对 任何 B"= 8ssEHom(4,， 4) ,有 

F(o) (Bes) 一 Bo) (es) = Boss= Bo 
= By(es) = (Bes), 
所 以 了 (a) == 沁 ， 故 也 为 环 同 构 . 口 : / 
现在 取 4 为 一 个 定义 于 有 限 集合 {v1，zs，…，zw} 上 的 自由 
并 模 ， 则 为 = Endx 4 与 对 (2 同 构 (我们 取 光 为 4 的 右 目 同 态 
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环 , 目 的 就 在 于 此 )， 让 定 并 就 是 名 , QP) ,因此 上 面 所 定义 的 函 于 
五 就 是 2M 到 对 .CDM 的 一 个 共 变 加 法 函 子 . 我 们 将 证 明太 是 
可 逆 的 .为 此 还 需要 三 条 引 理 . 引 理 中 的 4 都 是 定义 于 {wi,…， 
zn} 上 的 自由 江 - 模 . 

引 理 2 假定 Bea 均 为 站 - 模 , 忆 一 由 Bb,, 取 mx: 了 一 2 ， 使 
当 {bes} EBH, rt{0n}=b,, 则 当 GEHoma (4, B) 时 , {xr,$} € 
Homs (4, B;), 且 

f. Homs (4A, B)—> © Homs (A, B,) 


中 上 > {mp} (5 .4) 
为 (8-) 模 同 构 ，( 比 较 第 三 章 §6 末 所 举 的 例子 .》 
证 先 需 证 明 , 集 合 {weag} 中 只 能 有 有 限 个 ww 不 为 0. 
任 取 4a€ 4， a— Zlam, 因而 (OD) 一 之 oo 让 $2) 一 
{24}E BB;, 这 里 只 能 有 有 限 个 如 不 为 0. 因 呈 < oo, 故 4 
有 一 个 有 限 子 集 , 设 为 {1, 2 …, m}, 使 mgE 电 及 。 于 是 , 当 


和 <m 时 7 中 不 为 0, 而 当 NE {1, 2, 。., mo} 时 ， 中 一 定 等 于 0., 
由 于 wpEHom(4, B,), 故 {mg}€ Hom(A, B,). 
(56. 你 中 的 显然 是 群 同 态 . 要 证 它 也 是 (3-) 模 同 在 ， 我 们 
任 取 BE Ends 4, a€ 4, 则 因 : 
mr 和 (@) = mp (4B) = Bap a), 
即 ， my 一 By, 所 
f B89) = eB 一 人 By 一 有 (m6} = Bf (9). 

f 必 是 单 同 态 ,因为 {zw:$} 一 0 当 且 仅 当 多 一 0. 

要 证 了 也 是 满 同 态 ， 取 ”%，.:，B, 一 B, 使 wm 一 pa,， 并 任 取 
{$esit EVDHom(A, B,). 由 于 9 中 只 能 有 有 限 个 不 为 0, 故 可 
求 出 % 一 之 mg 于 是 xw$ 一 四 ,因而 f(9$) 一 {pi}. 口 

引 理 3 设 4 与 0 都 是 非 空 集 合 ,C 一 中 4 D-0 4， 则 由 
欧 子 了 (=Homa(4, 一 )) 所 定 的 群 同 态 
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Homa (0, D)—>Homy(F (0), F (D)) 
是 同 构 . / 
”证 由 引 理 2, 有 同 构 
F(O0)~Hom(h, C0) Hom(A, 4)=@®F(A) 


pmp}, 
又 由 第 三 章 86 的 引 理 ,有 同 构 
Hom (0, D) =I] Hom(4 D), 


(5.5) 


再 由 人 .5) 
Hom(F (C0), F(D))sHom(®F A), F(D)) 


I Hom(F (4,), FD)), 
于 是 得 一 个 交换 图 四 
Hom(CiD) ———>1 Hom(4,D) 
| | (5.6) 
Hom(FCO, FD) -> ITHom(F (ND, F(D)) | 


两 横 箭头 都 是 同 构 , 两 纵 箭头 都 是 由 所 定 的 群 同 态 ， 如 果 我 们 
能 证 明 (5.6) 右 边 的 箭头 是 同 构 , 则 左边 的 稀 头 也 必 是 同 构 , 我 们 
的 引 理 就 证 出 了 . 
由 引 理 2， Hom (4， 也 ) 兰 四 Hom (4， 4)， 即 ,，F(D) 幸 
HF (A) ,于 是 ,由 于 (4) 与 了 (D) 都 是 届 -- 模 ,有 
~ Hom(F(4), F(D)) Hom(F (4), 了 (4)). 


再 考虑 到 , (4) 是 定义 于 单元 集合 {es} 上 的 自由 昂 - 烧 , 由 引 理 
2, z z 
Hom(F(A), F(D)) 守 Hom (F(A), 中 F(A)) 
0 Hom (Ff (4), 7 (A)). 
于 是 得 到 下 列 的 交换 图 
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Hom(A,D) 一 一 一 > I Hom( 4 4) 


\ | (66.D 


Hom(F(A), F(D)) ————> lHom itF 4 .F 4, 


两 横 舌头 均 为 同 构 ,右边 的 纵 箭头 由 引 理 1 也 是 同 构 , 故 左边 的 纵 
箭头 也 必 是 同 构 ， 代入 人 5.6) 即 得 引 理 ， 口 

引 理 和 了 是 可 道 函 子 . 

证 ”由 第 二 章 $ 14 的 定理 入 ,我 们 需要 证 明 ; (1) 对 于 任 一 个 
出 - 模 玉 ， 有 一 个 半 - 模 工 使 也 ( 了 与 WW 同 构 ，(2) 对 于 任何 两 个 
- 模 工 与 入 ,由 所 得 的 群 同 态 Homa(L, N) 一 Homy(F (DL)， 
F(N)) 是 一 个 同 构 . 

(1) ”由 于 (4) 是 自由 循环 见 - 模 ,所 以 对 于 任 一 个 右 见 - 模 
玉 ,有 右 正 合 列 


图 万 (4) >@® F(A) »W. (5.8) 
由 引 理 2 @@P(4) 7(@4), 7(4) SP(@4), 帮 有 
F(® A)— > FP(@ A)»W. - (5.9) 


由 引 理 8， 有 唯一 的 $EHom(@84， 国 4), 使 F( 拉 =f， 让 
L~ 4/Im 由 ,得 | 
OA4—>®A4»1L. (5.10) 
由 定义 , 4 是 自由 外 - 模 ( 定 义 于 {w1:，zs，…，z。} 上 )，, 故 为 投射 
A- 模 ,因此 也 一 Hom(4, 一) 是 正 合 函 子 , 所 以 有 
P(@ > PA»PD, 
与 (5.9) 比较, 即 得 
FLD) W. 
现在 证 明 第 (2) 部 分 ， 我 们 的 目的 是 要 证 明 ， 由 也 .所 得 的 群 
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同 态 
F. Homx (L, N)-> Homz(F(L), F(N)) 


o> FF(o) 
是 一 个 同 构 ,这 里 当 f€EHom(4, 万 =F(D 时 ,FP 了 (0o) f=of. 
先 证 怀 是 单 的 ， 假定 下 (c) =0, 则 对 任何 JE Homa(4, 荆 ) 
必 有 of 一 0。. 由 于 4 是 自由 站- 模 (定义 于 和 集合 {21，wa，……*， ni 
上 ), 故 有 和 集合 9, 使 0O=0 4 时 ,有 满 周 态 


C= 中 A—»L. 


以 mx: CO 一 4 与 m4: 4 一 0 表 相 应 的 投射 与 典 入 映射 , 则 有 同 构 
Hom(O0, LD)= Hom(@A4A, 1) >1l Hom (4, LL) 


中 F> {p74}. 
于 是 对 于 上 述 的 c, 有 交换 图 


(5.11) 


Hom(C,L) ~ > I Hom(A, L) 


| | (5 .12) 


Hom(CrA) ———> QHom(4.N) 


左边 的 纵 箭头 表示 PEHom(O, 攻 ) 变 成 WW=og€EHom(0O, NWN)， 
右边 的 纵 箭头 表示 {48} 变 成 {og,}， 上 面 的 横 箭 头 表示 中 变 
{gn,}, 下 面 的 横 箭 头 表 示 岂 恋 成 世 m 小 . 如 果 对 任何 f;€ Hom (44， 
世 恒 有 ca 刀 一 0;， 则 左边 的 纵 箭 头 必 为 零 同 态 即 对 任何 
gEHom(O, 忆 , 必 og=0， 若 取 中 为 满 同 态 , 则 o 必 等 于 0， 故 
(6.11) 中 的 同 态 也是 单 的 。 

再 证 (5.11) 中 的 了 是 满 的 . 为 此 , 任 取 一 个 WEHom(F (DL)， 
F(N)), 我 们 要 找 一 个 co€Homa (DL，N) 使 了 (go) 一， 因为 4 
是 自由 站- 模 , 故 有 集合 41，A，, 214，Qs, 使 有 两 个 右 正 合 列 


® 4 2 @4—» L, 
,1 1 | 
® 4 > ® 4»N, 


9 2030 


由 于 五 是正 合 函 子 ， 了 (加 4) 一 @@F(4)，(4) 是 自由 8- 模 ， 
8 了 (4) 是 自由 3- 模 ,因而 是 投射 针 - 模 ,故人 队 出 可 得 交换 图 


FOS FEF(k) 
F(9 4) 一 一 人 PFC) 一 一 > F(L) 


| | , (5 .13) 


严 《8i11) 天 (8 2 ) 
Fe > ki($ A ~ 一 一 > FN) 


由 引 理 3, 有 局: 申 4 一 申 4 


与 ha: OD A-> 申 4A, 
使 Fh) = i, F Cha) = pa. 
于 是 


F (hrf1) = FO) FD = $F (fy) 
= PF( fa)ps=F (faha), 
EF (hf 一 api) =0. 
由 引 理 3， / 
pF:Hom(® 4, ® 4)>Hom(F(® 4), F(® 4)) 


是 单 同 态 , 放 吴广 = fa, 于 是 下 图 左边 的 正方 形 是 可 交换 的 


.A - -| 7 L 
| hs | hy | | (5 , 14) 
及 8 
内 4 Ty 和 4 yy ~N 


于 是 可 定 出 o 使 右边 的 正方 形 也 可 交换 ， 因 此 
Flo)F(g) =F(0g) = P(gs) F (hy) 
一 (90 一 ”9 。 
由 于 Z (9 是 满 同 态 , 故 王 (ac) = 由. 口 
我 们 现在 有 本 节 的 主要 定理 ，. 
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定理 11 设 ”为 一 个 自然 数 , 则 
Legd A = Led WM, (A). 

证 取 4 为 定义 于 集合 {ei，za，…，2z} 上 的 自由 模 ， 帮 王 
Hom(4, 一 ), = Endyx 4 一 Ji 。 由 引 理 4, 了 是 可 逆 蚁 子 ， 
设 G 为 其 道 . 

任 取 B 为 左 多 - 模 , 取 其 一 个 投射 分 解 

0—> Pn,—> Pn_1—>…—> Pi1—> Po~—» B, 
则 
0—>F(Pn)—>F(Pn_D >F(Po)—»F(B) 
为 了 (B) 的 一 个 投射 分 解 。 所 以 车 Pdx B=m< 二 吕 ©， 则 Pds 了 了 (8B) 
< 和。 同 理 Pdw FF(B) 世 Pdx(B)、，、 因 此 , 在 Pdx B=m 二 oo 的 情 
况 , Pdx B= Pd F (B). 

上 述 论证 显然 适用 于 moo 的 情况 .定理 得 证 ， 口 

右 维 数 的 情况 是 类 似 的 ,证 明 比 左 维 数 要 稍 简单 一 些 , 因为 在 
考虑 4 为 右 中 - 模 时 , 豆 omw(4， 刀 ) 本 身 就 是 一 个 右 吾 om(44，4)- 
模 , 而 当 4 为 定义 于 {zt za …，w 上 的 上 自由 模 时 ， 

Hom (4A, 4) = Endy A = MM, (A). 


$6 总 体 维 数 等 于 0 的 环 


除 环 上 的 模 都 是 自由 模 , 因而 都 是 投射 模 , 由 于 投射 模 的 投射 
维 数 等 于 0, 所 以 除 环 的 总 体 维 数 等 于 0。 我 们 的 问题 是 , 除 了 除 
环 以 外 ,还 有 没有 其 它 的 环 也 以 0 为 其 总 体 维 数 ? 这 些 环 的 结构 如 
馈 ? 

下 列 的 定理 回答 了 这 个 问题 ， 

定理 12 ”对 于 模范 畴 JIM, 下 列 的 五 句 话 等 价 : 

(1) 每 一 个 模 都 是 投射 模 ; 

(2) 每 一 个 模 都 是 内 射 模 ; 

(3) 由 对 - 模 所 排 成 的 短 正 合 列 都 可 裂 ; 

(4) 任何 模 都 是 半 单 纯 的 ; 


(5) 有 两 两 正 交 的 寡 等 元 素 61, ea,…, en EL, 即 ,er 一 1, 而 当 
bi， eei 一 0, 使 
Y= Me DAe D.Don (6.D 
这 里 的 3e; 都 是 单纯 左 理想 , 即 , 若 左 理想 4C%ey, 则 必 4= 0. 
证 (2 过 (2) 若 每 一 个 中 - 模 都 是 投射 模 ， 则 Lgd 站 ==0， 因 
而 由 定理 5 的 推论 , 每 一 个 %- 模 也 必 是 内 射 模 . 
(2) 过 (8) 因 4 是 内 射 模 , 故 短 正 合 列 
Ay>B-»0O 
可 裂 . 
(3) 二 (4) 由 第 二 章 $ 6 的 定理 12, 要 想 证 明 每 一 个 好 关 0 都 
是 半 单 纯 的 , 只 需 证 明 , 若 04CB, 则 有 OCB, 使 A@O0O=8B. 
取 短 正 合 列 4;>B-»B/4，, 则 因此 列 可 和 裂 , 故 有 CQO 圣 B/4, 使 
AMDO=B. 
(4) 过 (5) 站 本 身 也 必 是 半 单 纯 模 , 故 
= 也 A,, 


这 里 每 一 个 4， 都 是 站 的 单纯 子 模 , 因而 是 单纯 左 理想 . 设 
一 6E1 十 ga 十 …… 十 6， O06: CEA,, 
则 对 任何 a€ 站 ,有 
必 一 061 一 63 十 十 26 ae € 4 
这 个 表达 趟 是 唯一 的 ,所 以 4 实际 上 是 一 个 有 限 集合 ， 
A={1, 2,..., %}, 


故 I = de OAes 中 We， 
因为 0= 00erl— om0 0 
一 6461 十 6iCa 十 十 EC 1 十 (时 一 的 ) 
十 @iB441 十 … 十 @i6，， (6 .2) 


由 于 ee;E3e;, 故人 6.2) 表示 时 一 6 一 0 而 当 j 交 多 时 ,esej 一 0. 

(5) 过 (1) 任 取 4 为 一 个 并 - 模 , 我 们 先 来 证 明 4 是 一 个 内 射 
模 , 因而 其 内 射 维 数 Id 4 一 9, 故 Lgd 并 =0( 定 理 本 ,所 以 每 一 个 
站 - 模 B 都 是 投射 模 . 


se 全 0 站 e 


任 取 .B 为 4 的 扩 模 ,4CB. 由 Zorn 引 理 , B 有 一 个 子 模 O 
与 4 的 交 为 0, 4NO=-0, 而 且 在 所 有 与 4 相交 为 0 的 子 模 中 , O 
是 极 大 的 ， 让 B'=4@O， 如 果 B'*B, 必 有 5EB,，5EB'. 在 
610，6ab,…， enb 中 至 少 有 一 个 元 素 , 设 为 6e15, 不 属于 B', 否则 就 
要 有 b=1.b 一 (Soe)b=BobEB,. 让 v=6ebEB'’, 而 4’'= wv, 
我 们 肯定 4 必 单 纯 ， 否 则 有 0 到 4”C 4', 因 而 有 0auE€4”, 而 
Movw 导 A”"CA ,于 是 必 有 0aes;CCMes, Alei 不 能 单纯 . 
因为 ei €B', 所 以 AN 站 B'=0, 故 B'+4’ 是 直 和 .但 
BOA'= ADODA', AN COA') =0, 
所 以 在 与 4 相交 为 0 的 子 模 中 ,C 不 能 极 大 (CO@4 当然 >O) .不 
盾 . 所 以 B'=B=AQ@0O. 
这 说 明 ， 在 和 为 8B 的 子 模 时 , 必 有 B=AO, 故 4 为 内 射 
模 。 口 
 ”“” 定义 4 满足 定理 12 中 任 一 条 件 的 环 则 做 半 单 纯 环 . 

因此 , 环 外 半 单 纯 的 充 要 条 件 是 Led 外 一 0. 

为 了 更 进一步 了 解 半 单 纯 环 的 性 质 ,我 们 取 

定义 5 左 理想 4 叫做 智 零 的 , 如 果 有 自然 数 %% 使 4" 一 0, 即 ， 
4 中 任意 吨 个 元 素 之 积 akca…a 一 定 为 0， 所 有 寡 零 左 理想 之 和 
册 做 环 站 的 调 零 根 . 

疾 零 左 理想 中 的 每 一 个 元 素 都 是 医 零 的 ， 因 为 若 4 一 0， 
cacE4, 则 作 一 0 有限 个 戎 零 左 理想 之 和 一 定 是 一 个 寡 零 左 理想 ， 
因为 若 48 一 0 5 一 1 2,，…，m, 则 (之 4 ”一 0.、 若 4 是 寄 
零 左 理想 , 4"= 0, 则 双边 理想 4% 也 一 定 适 零 , 因为 

(AN) "= ANWAYA... AN = A"H =0. 
以 14,es} 表 针 中 所 有 答 理 想 之 集 , 太一 宛 4, 为 [的 诺 零 根 ， 则 
因 4 站 也 是 笑 零 左 理 想 , 故 和 NA=2 4; 半 C2> 4, 一 入 ， 所 以 时 的 
衣 零 根 是 一 个 双边 理想 ， 

定义 6 如 果 作 为 站 - 模 ,， 外 本身 是 一 个 左 Artin 模 , 则 中 吓 
做 一 个 左 Artin 环 . 

由 第 二 章 $7， 外 是 一 个 左 Artin 环 ， 则 任何 左 理想 之 集 
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{Aea} 中 至 少 有 一 个 极 小 的 左 理想 , 它 不 包含 此 集合 中 任何 其 它 
的 左 理想 , 等 价 地 , 对 任何 左 理想 的 降 链 
A1 丑 As A 

必 有 一 个 自然 数 n, 使 4, 一 4,+1==…. 因此 , 左 Artin 环 又 称 为 
左 DCO 环 ， 这 里 的 DOO 三 个 字母 是 英文 descending chain 
condition 三 个 词 ( 意 即 降 链条 件 ) 的 第 一 个 字母 . 

如 果 江 是 左 DOC 环 ， 六 为 其 谓 零 根 ， 则 WN 本 身 也 必 是 桥 零 
的 ， 事 实 上 , 因 外 是 左 DOC 环 , 必 有 自然 数 mw, 使 

Mo Nr" Nii N32n mm M2 
当然 W 宕 零 当 且 仅 当 用 =0， 如 果 M#0, 则 Msz0、 以 B 表 对 
中 满足 条 件 MBx0 的 所 有 左 理 想 B 的 集合 。 此 集合 不 是 空 的 ， 
例如 开 就 是 S 的 一 个 元 素 . 由 极 小 条 件 ,， 有 极 小 的 左 理想 工 , 使 
MMIT 冯 0， 当 然 有 0 关 5EI, 使 Mb 六 0， 由 于 M25 一 Mb 交 0, MbE 
S, 但 5€EI, MbCIT, 了 极 小 , 故 Mb=I. 于 是 有 cEM, 使 cb 一 b， 
即 ( 一 0)b5=0. 因 cENWH, 0O 是 送 零 的 ,0c*: 一 0, 于 是 
(1 十 ce 十 o9 十 … 十 oo 区 (1--0) =1, 

因此 (1 十 十 Oo 十 … 士 0) (1 -0 一 0， 
于 是 = 一 0， 发 生 矛 盾 . 所 以 =N" 一 0, NN 是 项 去 理想 . 

值得 提 一 下 , 左 DOO 环 未 必 是 右 DOOC 环 , 即 , 对 左 理想 有 降 
链条 件 的 环 , 对 右 理想 未 必 有 降 链 条 件 . 举 一 个 例 ， 设 Q 为 有 理 
数 域 ， R=Q{w1, Ta, v3, …) 为 Q 十 无 穷 多 个 未 定量 的 有 理 函 数 


R 五 

域 ,S = Q(w1, 22, …). ru- (0 S | 为 2x2 矩阵 环 . 它 只 有 
六 个 左 理 想 , 即 

0 (5 2 (© ) (Go 0 ) (0 号 

”\0 0 \0 0 \0 0 \0 8S ， 

让 S,=Q (zi, 2， """y 1 ， Vn; mn 十 3) … ) ， 注意 , 愉 二 1 一 这 

0 8S, 
,而 且 必 ,一 入， 到 4 一 (0 中 则 4 是 并 的 右 理 想 ， 而 且 
di 一 4 一 4s 二 …， 故 六 不 是 右 DOWU 环 ， 但 它 龙 匹 DGOG 环 ， 

。 208 4 


我 们 现在 证 明 半 单纯 环 的 结构 定理 ， 

定理 13 ”对 于 环 ,下 列 的 三 句 话 等 价 : 

(1) 并 是 半 单纯 环 ; 

(2) A 一” 四。 中， 这 里 四 <co， 每 一 个 都 是 虹 的 双 过 


理想 ， 而 且 同 构 于 某 可 除 环 4, 上 的 一 个 ms 行 行 矩 阵 环 (de) 

(3) 外 是 左 DOO 环 , 且 其 计 零 根 等 于 0. 

证 (了 D) 坊 (2) 由 (6. 了 式 ,四 可 以 分 解 成 

A = eHUes .DAe,, : 

把 这 n% 个 Ae; 分 组 ， 每 一 组 中 的 任 两 个 Me 与 Mej 都 是 模 同 构 的 
(每 一 个 左 理想 都 是 一 个 左 多 - 模 ) ， 不 同 组 中 的 Me 与 Mey 不 同 
构 ， 假定 共 分 成 m 组 ， 每 组 中 诸 Mes 的 直 和 依次 为 3， ，…， 
访 w, 我 们 就 有 
| — 1 0): 和 DUA,. (6 .3) 

我 们 要 证 明 , 当 多 7) 了 时, A 六 ;==0, 由 此 即 得 ，(6.3) 中 的 每 一 
个 多 都 是 | 的 一 个 双边 理想 . 

假定 六 0， 那么 ， 虹 1 与 Ms 的 直 和 加 项 中 必 各 有 一 项 设 
为 Mei 与 Mes, 其 乘积 MeiMes 交 0。 因此 必 有 0 EL, 使 elo'es 吹 0， 


定义 
中 : Me—>Ade, pF 


aes >a010 6a, 
则 是 el 到 es 的 模 同 态 ， 且 不 等 于 0。 因 %ei 与 Mes 都 是 单 
纯 理 想 因 而 是 单纯 模 , 放 史 为 同 构 ,这 违反 了 六 与 Ls 的 定义 . 
(6.3) 中 的 每 一 个 吕 本 和 号 都 是 一 个 环 , 而 且 如 果 
ai =— de PAea :DAey,, 
则 人 十 ee 十 … 十 ep 是 %i 的 单位 元 再 由 298 一 0G 时 )， 可 得 
A = Me ‘DA1ey. 
我 们 要 证 明 , (6 .3) 中 的 每 一 个 半 都 是 某 一 个 可 除 环 水 上 的 
mw 行 全 窍 阵 环 (4,)， 
为 此 ,我 们 任 取 一 个 中 并 改写 好 为 让 , 则 
A =e ed OUe,, (6 .4) 


e LO 。 


这 里 Te 十 ea 十 … 十 en e 为 相互 正 交 的 蚕 等 元 ( 正 交 性 指 当 间 池 
时 ,eej 一 0) ,并且 et 与 Mey 相互 模 同 构 ,而 Mes 是 单纯 左 理想 , 
由 于 Me; 是 单纯 模 ， 由 Schur 引 理 ， 它 的 右 目 同 态 环 4 是 一 
个 除 环 ， 又 %ei 与 Me; 同 构 ,所 以 可 以 认定 每 一 个 M6, 的 自 辣 态 环 
都 是 4. | 
设 f. Ale:->2le; 为 任 一 同 态 , ff (e2) 一 9ef， 7 入 半 ， 则 
f (aes) = f (a8t) =o00sf eg 一 aeiTej， 
所 以 ， 每 一 个 JE Homs We， es) 都 对 应 一 个 且 仅 一 个 etrej€ 
eile;， 反 之 , 任 取 erey Eeles, 定义 (eo) =eires, 则 EHomsa (Xe,, 
ey) 。 因此 旦 om (3es，3ey) 与 eAe; 成 一 一 对 应 关系 。 为 了 更 好 
地 表达 这 种 对 应 ,我 们 将 把 fEHom (le:, 3ey) 写 在 被 映射 的 元 素 
的 右边 ， 即 ， 若 je ==e1r6;， 我 们 就 写成 ei: f=e1re;。 于 是 ， 知 
g: 3ey>les, eg 二 ejS6;:， 则 eljfg 一 etreise。 我 们 将 看 到 , 这样 作 对 
十 将 守 映 射 成 一 个 矩阵 环 是 有 其 方便 之 处 的 . 
任 取 fj: Mei->e; 为 同 构 ,eifj==exrjes: 到 0， 1 2，…， 了 2 以 
方 为 万 之 首 , 设 ej 方 -一 6Sfet。 于 是 , 由 于 万 方 7 相应 
es 与 Mey 的 恒 等 自 同 构 , 故 
CITIEISIEI = 61; Cj801TjC; = 61。 (6 .5) 
设 aE31, 定义 O94 :Aes>2es, 使 61Q% =e11"we08;8;61， 于 是 di; 和 
4, 因而 有 一 个 映射 
fd， 六 一 M,Cd) 
o> (4 
我 们 来 证 明史 是 一 个 环 同 构 . 
站 和 完 ,9 是 环 同 态 . 
由 定义 即 知 
patp) = (a = (8) + (ok) =$ (0) + $B). 
设 08) (dty) = (gw) ,这 里 


p 
Oi 一 之 GCC 


(6 .6) 


s 10e0 


则 和 0 一 之 e610 和 Ch 
一 之 CITIOIOCHSKEIT OnBej8je1 


so et ( > CpS1E1T HECR) Bessse1 


出 (6 .5) e116i0. (2 ex) /BejSie1 
因 2.ex=1 一 El12Ci00D6jSi61 一 edg， 
故 $aB) = 9 (0) p(B), 
$ 是 环 同 态 . / : 

再 证 乡 是 单 同 态 . 


为 此 , 设 0 一 des, 于 是 CMTCIOOISI6 = C47 C1 BCj8;61. 左 乘 bl es8s, 
右 必 以 rj;, 由 (6.5) ,得 emey=esBe;， 于 是 
C 一 之 | CICQ31 到 2.6sBe;= B. 


最 后 证 明史 是 满 同 态 . 

任 取 dE4d, 设 eid 一 sirert， 让 T<X<2，1<osDp, 定义 Dw 为 
一 个 2 行 矩阵 ,使 其 (X，o) 位 置 的 元 素 为 a, 其余 位 置 的 元 素 均 为 
0， 让 a=es\e17e17wew， 于 是 e100% 一 e176i0638161, 因 6@1, B69, 69 
是 两 两 正 交 的 究 等 元 素 ， 故 由 直接 代入 得 i 一 入 上 且 j=w 时 ,太一 
eyei 一 0 否则 吃 一 0 换言之 , $(&) 一 Di。 现在 设 D™ Dy, 


取 mo 使 由 (wo) Di, 于 是 (加 oxw) 一 D， 所 以 四 是 满 同 态 ， 


由 此 得 到 定理 18 的 (2)， 
(2) 坊 (3) 和 是 可 除 环 41 上 的 mz 行 和 矩阵 环 , 它 首先 是 小 上 
的 咏 维 线性 空间 ， 当 o€ 4i 时 ,让 如 为 单位 矩阵 , 则 oHEW1, 因 
而 若 4 是 3; 的 左 理想 , 则 ecE4G4, 故 4 是 % 的 子 空间 ， 所 
以 若 4 与 B 都 是 左 理想 , BC 4,， 则 B 的 线性 维 数 必 小 于 4 的 线 
性 维 数 ， 设 {4,} 为 左 理想 之 集 ,具有 最 小 线性 维 数 的 4,, 必 是 集 
{4,} 中 的 极 小 左 理想 。 因此 9 是 左 DCC 环 ， 同 理 , 每 一 个 中 
都 是 左 DOC 环 . 
设 4 是 并 一 包 …@O9m 的 一 个 左 理想 ， 让 41 一 4N ， 则 
4 也 4 四 … 图 4w 而 4 为 纪 的 一 个 左 理想 ， 反 之 , 任 取 a€4， 
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4 一 0 十 da 十 十 an 则 20c:=JcE4，wcE4， 所 以 
ACAIO…OA,. 

因此 4= 4: 中 4 四 … 四 4 因 每 一 个 ;都 是 左 DOC 环 ， 帮 六 
是 左 DOO 环 .， 
= 设 六 为 拉 的 刘 零 根 , 则 六 宕 零 . 让 叉 一 Ni 由 … 中 Www 于 是 
每 一 个 A 也 必 才 替 . 

现 证 明 , 除 环 4 上 的 % 行 矩阵 环 路 (4) 中 ,除了 0 与 其 本 吴 以 
外 ,没有 其 它 的 理想 , 当然 更 谈 不 上 有 和 窒 零 理想 了 . 为 此 ,让 Bw 表 
示 其 (%， 几 位 置 为 1, 其余 位 置 为 0 的 矩阵 ， 则 驶 ,(4) 中 任 一 矩阵 
= (6) 都 可 志 成 d= 之 dyBws。 如 果 dw 到 0, 则 dx wdBo = By, 
如 果 4 是 此 矩阵 环 的 一 个 理想 ，0 到 49E€4， 则 ZE4. 同 理 ， 
Bu€ 4, 因而 单位 矩阵 如 E 4，A4A 一 疯 ,(4). 

于 是 定理 的 (3) 得 证 . 

(3) 坟 (1) 让 的 左 理想 既 有 极 小 条 件 , 它 必 有 极 小 左 理想 设 
A 为 任 一 个 极 小 左 理想 . 因 :% 没有 等 零 的 极 小 左 理 想 , 故 4? 关 0. 
由 于 入 ESE4, 必 4 一 4,， 因此 有 CE4, 使 4c 关 0， 但 4e 为 左 理 
想 ， 且 &4， 所 以 Aga=.4. 于 是 有 eE€44, 使 em 一 a。， 我 们 将 证 明 ， 
这 个 。 e 是 短 等 元 素 , 且 4 一 te. 

定义 oo 4->4, 使 当 wE€4 时 ,oo(w) 一 za， 因 4 单纯 ( 极 小 左 
理想 当然 是 单纯 左 理想 )， 故 c 为 同 构 ， 由 于 aw=ea=e， 故 
0 (6) 于 0(e), 所 以 e 一 6 6 为 医 等 元 素 ， 又 六 ec4, 故 4 一 %e. 

设 卫 为 [的 任 一 左 理想 ,由 降 链 条 件 , PP 必 至 少 包含 一 个 极 
小 左 理 想 4=AeCP. 由 于 0w*PeCAe=A4， 故 Pe=4， 定 义 
P={z 一 welzE€P}， 则 记 j 为 一 个 左 理 想 且 因 w= 一 we 十 4% 一 we 
P= 一 如 果 ze 一 2 一 ec4nhP z, wv EP, 则 

0 Weme WO WE ETE—WVE0, 

所 以 P-4@ Pi， 再 在 PP 内 取 一 个 极 小 左 理想 4， 则 Pi 一 
AODP,, 因而 P= = A A Ps. 绸 继续 如 此 分 解 Ps. 但 这 必 有 
终止 之 时 ， 因 六 有 极 小 条 件 ， 所 以 每 一 个 左 理想 都 是 极 小 左 理想 
的 直 和 . 这 个 结论 同样 适用 于 % 本 身 ， 允 是 极 小 左 理想 的 直 和 . 
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于 是 , 作为 A- 模 ,并 是 半 单 纯 模 .。 由 第 二 章 $6 的 定理 12, 区 的 
任 一 左 理想 PP 必 是 外 的 直 和 加 项 , 半 =P 了 @&. 

任 取 闷 2 为 一 个 循环 模 , 则 有 左 理 想 了 了 ,使 有 短 正 合 列 

~ P>>A—» 4, 

因 并 一 ~ P®Q, 此 列 可 裂 ， 改 zw 为 投射 模 ， 了 daz=0. 由 定理 6， 
_Lgd%=0, % 是 半 单 纯 环 .定理 全 部 证 毕 . 

推论 1 可 交换 的 半 单 纯 环 是 有 限 个 域 的 直 和 . 

事实 上 ,对 (4 是 交换 环 当 且 仅 当 m=1, 4 是 一 个 起 ， 口 

推论 2 若 外 是 半 单 纯 环 ， 则 对 右 理 想 , 由 也 有 降 链条 件 , 且 
其 许 零 根 等 于 0, 即 ,车 Lga 半 =0, 则 Rgd， 也 等 于 0. 

事实 上 ,定理 13 的 条 件 (2) 人 不 分 左右 。 口 : 

如 果 环 % 对 左 理想 有 极 小 条 件 ， 而 且 没有 非 平 凡 的 双边 理 
想 ， 则 中 叫做 一 个 单纯 环 ， 因此 ， 由 定理 13, 中 是 单纯 环 的 充 要 
条 件 是 刘 为 某 可 除 环 上 的 矩阵 环 ， | 

附注 1 本 节 所 讨论 的 半 单 纯 环 有 时 也 叫做 具有 极 小 条 件 的 
半 单 纯 环 , 因为 这 里 我 们 除了 假定 其 谓 零 根 为 0 以 外 ,还 假定 了 极 
小 条 件 ， 用 环 论 的 方法 可 以 证 明定 理 12 的 (5), 定理 18 的 (2) 与 
(8) 是 等 价 的 (我 们 这 里 用 了 同调 的 理论 ;， 具 体 的 阐述 可 参见 
Artin 等 的 专 浇 ; Rings with Minimum Uondition, niversiy 
of Michigan, 1944., 

附注 2 与 单纯 环 密切 相关 (5 (可 认为 是 单纯 环 概念 的 推广 ) 的 
环 是 本 原 环 ， 它 是 某 除 环 4 上 的 线性 空间 的 线性 变换 完全 环 的 一 
个 稠密 子 环 (参看 第 二 章 85)， 而 按照 N. Jacobson 的 理论 ， 任 
何 环 均 同 态 于 一 些 本 原 环 的 次 直 和 (其 核 为 Jacobson 根 )。、 参见 
Jacobson 的 专著 .Structure of Rings, Colloguium Publications， 
AM (1956). 

关于 本 原 环 的 总 体 维 数 可 见 李 微 的 论文 “关于 本 原 环 的 总 体 
维 数 ”, 南京 大 学 学 报 , 数学 半年 刊 ,第 一 卷 第 一 期 (1984),64 一 70, 
在 此 文中 , 李 微 证 明了 , 对 于 0<m< co, 有 非 零 基 座 的 本 原 环 9 
使 其 左右 总 体 维 数 都 等 于 m， 
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7 总 体 维 数 <1 的 环 


定义 了 车 Lgd 半 <1, 则 和 叫做 一 个 左 遗 传 环 .同样 地 ,， 兰 
Rgdgs<T， 则 对 为 右 遗 传 环 ， 半 单纯 环 ( 其 总 体 维 数 等 村 OI 
凡 的 遗传 环 . 

设 4 一 4a 是 一 个 循环 模 , 则 有 左 理想 v ,使 有 

J ,>A—» 4, 《7 .1) 


于 是 , Pd 4<1 的 充 要 条 件 是 (7.1) 为 4 的 投射 分 解 , 因此 J 是 投 
射 模 、 由 定理 6, 得 

定理 14 并 是 左 遗 传 环 ， 其 充 要 条 件 是 其 每 一 个 左 理想 都 是 
投射 模 . 

我 们 在 $4 中 已 经 看 到 , 整数 环 乙 的 总 体 维 数 等 于 .而 由 合 
冲 定义 ， 域 尼 上 的 一 元 z 的 多 项 式 环 忆 [z] 也 以 1 为 其 总 体 维 
数 . 这 两 个 环 都 是 不 平凡 的 遗传 环 ， -一 般 地 ， 若 % 是 主 理想 整 
环 , 但 不 是 一 个 域 , 它 一 定 是 一 个 不 平凡 的 遗传 环 , 因为 它 的 任 一 
个 理想 都 是 一 个 自由 循环 模 ， | 

左 遗传 环 未 必 是 右 遗 传 环 ， 举 一 个 例 ， 设 Z 为 整数 环 , @ 为 


有 理 数 域 , 沪 为 2 行 矩 阵 环 (6 2 ) 它 的 每 一 个 元 素 都 是 取 形 
0 
( 1 的 2 行 矩阵 , mEZ,， g, 9 EQ， 环 外 总 共 只 有 六 种 左 更 


Z 0 | 1 
想 ， 它们 是 IO 一 人 0) 0z#g 为 一 个 固定 的 整数 ; 44= 


(0 0 B-(。 0 o-{(° ,es Qj I(@) 十 4; 与 
\0 Q@ Q 0 «a g/l | 
4 十 B， 我 们 来 证 明 , 这 六 种 理想 都 是 投射 和 模 . 由 于 ZT(1)@@4 


= 所， 故 4 与 (DD 都 是 投射 并- 模 ，I( 了 DD 与 T(@) 同 构 ,) 


5(" 1 对 应)， 故 工作 是 投射 模 ， 又 因 全 瑟 sO 人 


2149 


z | 


. ， 是 ,各 -+ ， 二 ' . 7 4 
+ 全 a yp Rk ” 
四 | | 而 


0 0 0 0 0 
( 对 应 ( ) ,xi ) am 用 , 故 刀 与 
0 9 gq 0 II 0 9g 9 


CO 都 是 投射 模 ， 最 后 ,Tl@) 十 和 4 与 4 十 B 实际 上 都 是 直 和 ,所 以 这 
入 种 左 理想 都 是 投射 模 ， 因此 站 是 左 遗 传 环 . 
我 们 要 找 一 个 右 理 想 4， 它 不 是 右 投 射 半 - 模 ， 这 样 就 证 明了 
妾 不 是 右 遗 传 环 . 
0 0 
为 此 , 当 n==0, 1，2,… 时 , 令 0 一 = ， 并 让 5。 -( ) 
gn» 0 
再 以 4 表示 由 G0, 01， Oa, “""y 所 生成 的 右 理想 ， 注意 ,4 中 任 一 
个 元 素 5 都 是 诸 8 的 有 限 线性 组 合 , 3 一 > 3wu，mE%[、 作 出 其 
0 0 
和 即 知 3 (i 0) 4EZ， 这 个 3 无 论 如 何 都 不 可 能 等 于 
Ont+t, i>1. 
以 了 表示 定义 于 {wo, my ，…*} 上 的 自由 右 交 模 、 作 满 辣 态 
mm. FF—» A 
| 0 > 6s, 
如 果 4 是 投射 模 , 必 有 7，4 一 ,使 mm 一 84 为 4 的 恒 等 自 同 构 . 
假定 nm(50) ~ Yim, oA, HB. on 0. 骨 让 7 (Om+1) — Zp 我 
们 肯定 %>m, 否则 Ot1 = m7 (O41) — > (mB 3138,, 这 在 
wm 时 是 不 可 能 的 ， 所 以 m > 八 . 


2m+l QO 
| 0 9) Em 00 一 Sm417, 矿 


《7 .2) 


nd0) nn Y™ lmpey, nN>m. 
但 7%(60) 一 Dm, 所 以 ,在 i<m 时 ,a=pBry, 而 在 b=m 二 1, mm 十 
2, …, % 时 ,Bry 一 0, 这 时 必 有 a-(。 ， g; EQ. 于 是 
dn-InGBm) I (SB) BB, .9) 


+ $1509 


0 0O\/0 0 
但 在 “32 十 工时 ， 8 ( a (0 -9 于 是 (7.3) 说 


明 8m 一 匀 58。 我 们 早已 说 过 , 这 是 不 可 能 的 。 所 以 ”不 可 能 


存在 ,因而 4 不 能 是 投射 模 . 

这 个 例子 说 明了 , 左 遗传 环 未 必 是 右 遗 传 环 , 而 且 也 说 明 , 对 
于 一 般 的 环 , 其 左右 总 体 维 数 未 必 相 等 . 

以 下 所 述 的 遗传 环 都 指 左 遗传 环 . 

定理 15 设 %f 为 遗传 环 ， 则 区 上 任何 自由 模 丈 的 子 模 都 是 
一 些 与 % 的 左 理想 同 构 的 子 模 之 直 利 . 

证 设 三 为 定义 于 集合 {wres} 上 的 自由 模 , 并 假定 4 为 良 
序 集 、 当 和 E4 时 , 令 ,为 由 所 有 zw，w< 和 X， 所 生成 的 自由 模 ， 
万 , 为 由 所 有 的 z。, wo< 和 所 生成 的 自由 模 , 故 FCF,SF. 

设 工 为 了 的 任 一 子 模 , 令 世 =LN FL.=LNF,， 当 
4EL, 时, 0 一 0 十 ov,，b5EIL,，aE 时 这 个 a 是 由 a 所 唯一 确定 
的 ， 对 所 有 的 aEL, 取 4 为 相应 a 之 集 , 则 4 为 并 的 一 个 左 
理想 , 因而 是 投射 模 ， 定 义 o: Zr->4 使 cc(o) 一 于 是 因 上 ,= 
Ker o, o 是 满 同 态 , 4; 为 投射 模 , 故 有 CE 了 ,使 O, 与 4 同 构 ， 
且 


L, = L,DO,. (7 .4) 
我 们 先 证 明 / 
L,= 由 Cu (7 .5) 
对 和 归纳. 


在 和 =1 时 ,我 们 没有 什么 要 证 的 , 因为 这 时 , 了 一 oO 
设 入 >1 并 对 所 有 的 @ 达 入， L, “OO. jw 
首先 ,对 所 有 的 Jj 志和, 诺 Cu 之 和 是 直 和 .如 奉 不 然 , 殉 必 有 
0 十 co 十 … 十 Oo 一 0， < Wa Wn A, Cu, EOL. 
如 果 < 和 %, 则 由 归纳 法 的 假定 ,所 有 的 cu 都 等 于 0 如 采 /加 一 和 
则 因 了 CE 和 S CL, 有 8 L; 与 0 之 和 是 直 和 , 故 
Cm tonto On 0 


”le 


下 由 归纳 法 的 假定 ， Cu=0. 
其 次 ， 任 到 cE 让 C 一 已 十 0O)， b < CA EO,, 并 设 


bp Plo me, Hi Wa Wm A, 
则 5E Ze 由 归纳 法 的 假定 ,PE 一 四 0。. 因此 ,o€ 电 0 
所 以 五 = @ 0。 
最 后 , 任 取 oE 工 , 设 e= 衬 orvo 骨 
cELNPF,, = Ly, = 四 CE 申 0 
所 以 L~=@ 0 口 


在 进一步 考虑 遗传 环 的 特性 以 前 ,我 们 先 证 两 条 引 理 ,其 中 的 
环 针 是 任意 的 . | 

引 理 1 - 模 卫 是 投射 的 ， 其 充 要 条 件 是 对 任何 内 射 模 多 ， 
图 (7 .6) 中 有 J 使 wf=o,， 


和 | ra 


0 < O!’ 


这 说 明 , 在 证 明了 为 投射 模 时 , 不 需要 考虑 任意 的 @, 只 需要 考虑 
Q 是 内 射 模 就 行 了 . z 

证 ”必要 性 得 自 投射 模 的 定义 , 勿 需要 @ 的 内 射 性 

充分 性 ” 设 有 下 列 左 图 , 取 内 射 模 Q， / 


/ “ A’ (7 7) 


oO 
使 4 为 Q 的 村 模 ( 第 二 章 8 10 定理 26). 让 ”为 租 入 映射 ， 设 
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Ker ori 一 4 并 取 8Q'=8/4”, 风 4'=4/4"CQ/A”"=8. 以 了 
表 相 应 的 嵌入 映射 .根据 所 给 条 件 , 有 f. PR, 使 wf 一 01， 当 
pEP 时 ， moi(p)E4C8Q， 故 f(p)E4CQ、 所 以 可 定义 J: 
PP 一 A, 使 g(p)=f(Pp). 因此 , 让 wi 为 ww 在 4 上 的 限制 ， 则 
T1001. 所 以 卫 为 投 出 模 ， 器 

引 理 2 Q 是 内 射 模 ,其 充 要 条 件 是 对 投射 模 P, 有 9: 工 一 Q， 
使 下 图 可 交换 


ee 3) 
Ph ep 

证 ”参照 引 理 1 的 证 明 ， 其 每 一 步 都 改 成 其 对 侦 陈述 语 ， 即 
得 ， 已 

我 们 现在 证 明 下 列 的 定理 , 它 刻 划 了 遗传 环 的 特性 . 

定理 16 对 于 环 名 下 列 的 三 句 话 等 价 : 

(1) 并 是 左 遗 传 环 ; 

(2) 任何 投射 %- 模 的 子 模 仍 必 投 和 出; 

(3) 任何 内 射 氏 - 模 的 商 模 也 必 内 射 . 

证 (1) 坊 (2) 投射 也是 某 自由 模 了 的 子 模 , 因而 P 的 子 模 
P' 也 必 是 F 的 子 模 . 由 定理 15，P' 同 构 于 的 一 些 左 理想 的 
直 和 .， 因 外 是 遗传 环 ， 左 理想 都 是 投射 模 ， 而 投射 模 的 直 和 仍然 
投射 , 故 了 ' 是 投射 模 . 

(2) 一 人) 路 本身 是 自由 模 因 而 是 投射 模 ， 其 子 模 是 外 的 左 
理想 .由 所 给 条 件 , 外 的 每 一 个 左 理想 都 是 投射 模 ， 所 以 外 是 遗 
传 环 . 

(2 全 (3) 设 Q 为 内 射 模 ,m:Q->Q 为 满 同 态 ， 我 们 要 证 以 是 
一 个 内 射 模 . 

任 取 一 个 投射 模 工 ， P 为 兴 任 一 了 黎 ， 帮 卫 一 >*Q 为 任 一 同 

态 , 如 图 


看 S18:. 


J ~、 


我 们 要 证 明 , 存在 73, 使 苞 = 了, 那么 ,由 引 理 2, 4 必 是 内 射 模 . 

事实 上 , 由 所 给 条 件 ,P' 为 投射 模 , 因而 有 o, 使 wo==f.， 又 因 
Q 内 射 , 有 9, 使 gy==o. 于 是 令 T=smg, 则 为 所 求 . 

(3) 坟 (2) 与 上 述 证 明 相 对 偶 , 用 引 理 1, 即 得 . 吕 D 
我 们 自然 会 联想 到 , 可 交换 的 遗传 环 会 有 什么 进一步 的 性 质 
我 们 将 只 考虑 整 环 的 情况 ， 所 谓 整 环 是 指 有 单位 元 无 零 因子 的 交 
换 环 ， 这 种 环 将 有 商 域 . 

定义 8 遗传 整 环 上 叫做 Dedekind 环 . 

为 了 研究 Dedekind 环 的 性 质 , 我 们 取 

定义 9 设 站 为 一 个 整 环 ， 其 商 域 为 @.， 所 的 一 个 理想 工 吊 
做 可 道 的 ,如果 工 中 有 元 素 os os,…, ow, 中 有 元 素 qi q2,…， 
qr, 使 z 

(1) qT EN, Sl1, 2 «+, os 


(2) Pig =1. 
于 是 ,车 工 可 道 , 则 了 工 必 是 由 oa，om，…，om 所 生成 的 ， 事实 
上 , 任 取 BEI, 则 由 (2)，B=Bqnm， 又 由 (1) Bq 一 BE 让 
B= 2 Boe、 再 者 , 阁 二 可逆, 定义 
en A 


$= 


则 了 "六 为 一 个 并- 模 ,又 为 Q 的 子 群 ,而 且 矿工 一 外. 

引 理 3 设 并 为 整 环 ，Q@ 为 其 商 域 , 工 为 站 的 一 个 非 零 的 理 
想 , 则 工 为 投射 站 - 模 的 充 要 条 件 是 了 了 可逆。 

证 ” 设 工 是 投射 模 ， 则 由 第 一 章 $ 9 定理 24， 了 有 一 个 子 集 
{axe4}，Homx (I， 针 ) 中 有 一 个 相应 的 子 集 {fes}, 使 对 每 一 个 
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BEIT，{ 记 ed 中 只 能 有 有 限 个 户 ,使 户 (B) #0, 且 
B= (B) 0. 
_ 先 固定 一 个 B 关 0, 取 
0 二 的 eg， (7.10) 


则 gs 中 只 能 有 有 限 个 不 为 0， 我 们 肯定 ,这 些 g 并 不 倚赖 于 的 
选取 , 换 一 个 8' 关 0, 也 必 有 gq 2 因为 B 记 08) = f(B8B) 


=B'f.(B8). 因此 对 任何 BEI, gqgB'=f.(B8') EM 又 因 忆 = 
> f.(B)o,, 得 之 Gox 一 工 . 所 以 了 可 族 . : 


反 过 来 , 设 工 可 逆 ， 取 勾 与 ms 使 习 qron 一 二 则 了 是 由 om 


oo on 所 生成 的 ， 任 取 BE 定义 办 (6) = Bq, EA 则 gp;E€ 
Homs (TI, 1) ,由 于 B=B62 9 一 之 Bqror 一 这.(B)a, 故 从 第 二 
章 $9 定理 24, 工 是 投射 模 ， 口 

作为 本 引 理 的 直接 推论 , 我们 有 

定理 17 整 环 并 是 Dedekind 环 , 其 充 要 条 件 是 它 的 每 一 个 
理想 都 可 揭 . 

我 们 在 第 二 章 $ 10 中 (那里 的 引 理 1 曾 证 明 , 交换 和 群 P 是 内 
射 Z- 模 当 且 仅 当 它 是 可 除 群 。 我 们 将 考虑 一 般 整 环 的 情况 ， 设 
并 为 一 个 整 环 ,而 4 为 一 个 - 模 。 如 果 对 任何 cE4， 任 何 0 志 
aEA， 4 中 有 一 个 图 使 or 一 则 4 叫做 可 除 的 ， 由 Baer 判别 
法 ,对 于 任何 整 环 史 , 内 射 模 必 是 可 除 模 ， 事实 上 , 任 取 0 关 wcE 开 ， 
任 取 waE4, 令 S 为 主 理想 (0a), 并 取 9:5 一 4, 使 gua) 一 aa 则 
当 和 4 为 内 射 模 时 ,g 可 以 开拓 成 产 & ->4, 使 

5 一 ga) = f(a) =af (1). 

设 f(D)=w, 则 w=az， 4 是 可 除 模 . 

下 列 定 理 指出 ,对 于 一 般 的 整 环 ， 可 除 模 未 必 内 射 

定理 18 整 环 并 是 Dedekind 环 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 可 除 
模 都 是 内 射 模 . 

由 于 可 道理 想 都 是 有 限 生成 的 ,而 Dedekind 环 的 每 一 个 非 
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零 理 想 都 可 递 , 所 以 它 的 每 一 个 非 零 理想 都 是 有 限 生成 的 。 因 此 ,， 
若 整 环 对 有 非 有 限 生 成 的 理想 , 它 就 不 可 能 是 Dedekind 环 ， 由 
本 定理 ,这 样 的 环 上 ,可 除 模 就 不 一 定 是 内 射 模 . / : 

现在 证 明定 理 18. 如 果 环 并 上 每 一 个 可 除 模 都 内 射 ， 则 因 
内 射 模 必 可 除 ， 其 商 模 也 必 可 除 , 故 内 射 模 的 商 模 也 必 是 内 射 模 ， 
由 定理 16, 站 是 遗传 环 , 因而 是 Dedekind 环 . : 

反 过 来 , 设 六 是 Dedekind 环 , 而 4 是 一 个 可 除 模 . 设 工 为 
[的 任 一 个 非 零 的 理想 ，fEHom(I，A4)， 由 于 I 是 可 道 的 ， 有 
ou oa 0m ET gi，qo，…，gn EQ 的 商 域 ), 使 立 gm 一 了 且 
qd 因 和 可 除 ， 故 有 有, 使 ow;= 了 了 (os).。 任 取 BEI， 则 因 ， 
及 一 之 Bq, 的 

f (B) 一 之 Baif (0%) 一 之 Bqiow= BZ QDs. 

让 zgiows, 它 不 随 忆 而 变 , 因此 可 取 g: 半 ->4, 使 g(t@) =ow. 于 
是 g(B) = Bz=f(B6)， 册 Baer 判别 法 ,4 是 内 射 模 . 口 

戟 后 ,我 们 再 应 用 引 理 3 来 证 明 . 

定理 19 单一 分 解 整 环 外 的 理想 1 是 投射 的 ， 其 充 要 条 件 是 
了 为 主 理想 . 

证 主 理想 当然 是 投射 模 ( 事 实 上 是 自由 循环 模 ). 

现 设 理想 工 是 投射 模 , 则 由 引 理 3,， 它 是 可 道 的 ， 所 以 有 有 om， 
Ga, "°°*, OnEL, di, Qa, **°*); 2 和 以, 使 之 qm=1, 0 E 记 ,而且 斑 是 
由 4 ,09,… ,ow 所 生成 的 。 设 gy= Bs/Yi, 并 由 单一 分 解 性 , 谅 7E 
有 最 小 公 倍 , 设 为 y>。 于 是 

Y= go= YB /YO EL, 

因此 ,rCI。 另 一 方面 , 因 (B;/7Y0 oy EN, 并 在 Bi 与 互 素 的 情 
况 下 ,和 是 的 因子 , 故 y 是 ow 的 因子 ， 让 %=7y6;， WEY, 得 
oj 和 证 7， 于 是 了 三 中 7 


$ 8 半 遗 传 环 与 Priiter 环 
定义 了 0 ”如果 环 站 的 每 一 个 有 限 生成 的 左 理想 都 是 投射 模 ， 
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则 于 叫做 左 半 遗传 环 ， 半 遗传 整 环 叫 Priifer 环 . 

遗传 环 当 然 是 半 遗 传 环 ， 因 此 半 遗 传 环 必 有 一 - 些 与 遗传 环 相 
类 似 的 性 质 . 

定理 为 阁 半 是 左 半 遗传 环 ， 则 任何 自由 模 了 的 任 一 有 限 
生成 的 子 模 都 是 有 限 个 子 模 的 直 和 , 这 些 子 模 都 与 站 的 有 限 生成 
的 左 理想 同 构 . 因此 , 半 遗 传 环 上 的 投射 模 的 任何 有 限 生成 的 子 
模 也 必 投 射 . 

证 设 玉 是 定义 于 集合 {wxes} 上 的 目 由 模 , 而 卫 是 的 一 
个 子 模 , 上 且 由 人，2pa，…，2m 所 生成 . 由 于 每 一 个 ps 都 是 有 限 个 
必 的 线性 组 合 ,所 以 可 以 假定 4 是 一 个 有 限 集合 , 即 ,万 是 定义 于 
{zi， za …，2n 上 的 自由 模 ， 对 w% 用 归纳 法 来 证 明 我 们 的 定理 ， 

设 n=1, 则 =Aw， 假定 =ozw, 以 4 表示 由 oa，oao， om 
所 生成 的 左 理想 , 则 忆 与 4 同 构 . 

设 n>>1, 并 以 有 表 由 定义 于 {ta 2a,… ww-1} 上 的 自由 模 . 
让 了 =PNF. 当 pE 了 时 ，P=p 二 ows， 这 里 PEP， 特 别 
一 Ps 十 ozn。 以 4 表示 由 这 些 m 所 生成 的 左 理想 , 则 4 是 投射 
模 . 环 元 素 a€ 4 显然 是 由 pp 所 唯一 确定 的 ， 故 可 定义 一 个 模 同 
态 zT:P>4, 使 w(p) a. 因 4 是 投射 模 ,P 有 子 模 BB 与 4 同 构 ， 
且 天 = 上 erz 中 上 ermr 显然 等 于 PP' 故 P=P@B, 有 HPCF 
由 归纳 法 的 假定 ，P' 同 构 于 有 限 个 有 限 生 成 的 左 理想 的 直 和 ， 记 
以 卫 同 构 于 有 限 个 有 限 生成 的 左 理想 的 直 和 |. 

大 Pi 三 P，P 是 投射 模 ,， 则 因 P 是 某 一 个 自 由 模 的 子 模 ， Bb 
也 必 是 自由 模 的 子 模 ， 如 果 Pi; 有 限 生成 , 则 Pj 投射， 口 

定理 20 的 后 半 句 话 事实 上 也 是 作为 半 遗 传 环 的 充分 条 件 . 见 

定理 2 和 氏 是 半 遗 传 的 ， 其 苑 要 条 件 是 其 任何 投射 模 的 有 限 
生成 的 子 模 也 必 投 射 . 

证 所 本 和 号 是 自由 模 ， 因 而 是 投射 模 ， 其 有 限 生成 的 子 模 训 
是 % 的 有 限 生 成 的 左 理想 ， 口 

现在 假设 中 是 一 个 整 环 . 我 们 回忆 (第 三 章 8 18)， 一 个 外 - 

和 模 4 叫做 无 挠 的 , 如果 衣 =0, 这 意思 是 当 aa 一 0 时 必 有 wx 一 0 或 
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ax=0. 以 @ 玫 外 的 商 域 ， 若 4 是 无 挠 模 , 而 且 可 除 , 则 4 必 是 QQ 
上 的 一 个 线性 空间 ， 事实 上 , 如 果 Bz0，aE4, 则 有 4%E4, 使 
pz 一 aa， 这 个 z 是 唯一 的 ,因为 看 Bz 一 pz 一 ac, 则 BC 一 oO 一 0. 
因 4 无 挠 , zw'、 换言之 , 对 任何 a/BEQ, 必 有 (a/B)a€ 4, 4 
为 @ 上 的 线性 空间 . 

我 们 有 

定理 胡 整 环 并 是 Priifer 环 ， 当 且 仅 当 每 一 个 有 限 生成 的 
无 挖 模 都 是 投射 的 . 

证 设 半 为 Priifer 环 , 4 为 一 个 无 找 模 , 且 由 @i1, 02, …， a 
生成 、 把 4 帐 入 到 一 个 内 射 模 召 中 , 令 tB8={eE€B8| 有 0za€， 
使 we 一 0 为 的 找 子 模 ( 第 三 章 $ 18), 则 如 == 加/tB 是 无 找 的 ， 
而 且 由 于 可 除 ( 见 8 0， 故 吾 可 除 ,所 以 瑟 是 域 @ 上 的 一 个 
线性 空间 . 由 于 4ECE, 4 无 挠 , 所 以 4 中 任 一 个 非 零 元 素 都 不 
属于 刀 , 关 此 , 映射 ->B' 在 4 上 的 限制 是 一 个 单 映射 , 故 可 认 
为 4 可 能 入 到 也 中 ， 

取 线 性 空间 五 的 一 个 基底 为 {ene4}, 由 于 每 一 个 都 是 有 限 
个 ex 的 线性 组 合 ， 所 以 4 可 局 入 到 B' 的 一 个 m (过 00) 维 线性 子 
空间 中. 取 玉 的 一 个 基底 为 22，%3,，…，2m, 出 


mu- 之 a Lj, 

让 诸 By 之 积 为 B, 并 令 bj; 一 B79;, 则 因 妇 ，5s，…，%bw 在 RQ 上线 
性 无 关 , 由 它们 所 生成 的 站 模 五 是 m% 秩 自由 模 ， 而 AEF， 所 以 
从 定理 21 知 4 是 投射 模 . : 

有 反 过 来 , 由 于 是 一 个 整 环 , 所 以 它 的 每 一 个 理想 4 都 是 如 
的 于 模 ， 而且 是 无 找 的 。 因此 , 由 所 给 的 条 件 , 者 4 是 有 限 生成 
的 , 则 4 是 投射 的 . 所 以 中 是 Priifer 环 ， 口 

Priifer 环 上 的 无 找 模 也 是 平坦 模 , 见 

定理 怨 设 半 是 Priifer 环 , 4 为 久 模 则 4 是 平坦 模 当 
且 仅 当 4 是 无 挠 模 . 

证 设 4 为 平坦 模 , 取 正 合 列 


O>~>P—»A, 

这 里 琅 是 自由 模 ， 则 对 任何 有 限 生成 的 理想 TJ， 有 OI~ONFI. 
(第 三 章 8 9 定理 32 的 推论 ). 设 有 a*0, cg 关 0, 但 aa=0.， 在 语 
中 取 wz, 使 wz) ==g, 则 因 w(aw) ==aa 一 0, 故 azE0O， 让 了 为 主 埋 
想 (o， 因 GCT=OnFT axEONFI, 故 azE€0I, 因此 有 cE0O， 
使 aw=ac， 因 FF 为 自由 模 ,w 一 CEF, 故 由 alw 一 0) 一 0 得 ww 一 c= 
0, 即 ,w=ocEO.， 于 是 gw=m(w) 一 x (c) 一 0.， 刻 盾 . 所 以 4 为 无 近 
模 . 

反 过 来 , 若 4 无 挠 , 则 其 任何 一 个 有 限 生 成 的 子 模 B 也 必 无 
挠 ， 由 定理 22, 因 已 知 % 是 Priifer 环 , B 必 是 投射 模 , 因而 是 平 
坦 模 。 由 于 4 的 任何 一 个 有 限 生成 的 子 模 都 平坦 ,， 故 4 是 平坦 
的 . 口 


9 9 弱 维 数 与 Yon Neumann 正则 环 


我 们 在 $ 1 中 用 投射 分 解 与 Ext 来 定义 了 一 个 左 中 - 模 的 投 
射 维 数 ,现在 我 们 用 平坦 分 解 与 Tor 的 理论 来 定义 中- 模 的 另 一 种 
维 数 , 称 为 平坦 维 数 . 平坦 维 数 的 理论 与 投射 维 数 的 理论 几乎 完 
全 是 平行 的 . 

定义 11 零 模 的 平坦 维 数 定 为 一 1， 车 40, 则 定义 4 的 
平坦 维 数 为 最 小 的 mw， 使 对 任何 右 中 - 模 1, 恒 有 Tor (M，4) 
一 0. 如 果 这 样 的 % 不 存在 ， 即 ， 对 任何 %,， 恒 有 一 个 B,， 使 
Tor, CB，4) 头 0, 则 定 4 的 平坦 维 数 为 oo. 

我 们 常用 记号 Fd 4 来 表示 4 的 平坦 维 数 . 

因此 ,Fd4=0 当 且 仅 当 4 是 平坦 模 ， 事实 上 ,由 第 三 章 $ 10 
定理 36 的 推论 2， 4 是 平坦 左 %- 模 ， 当 且 仅 当 对 任何 右 叶 - 模 
M, 恒 有 Tori(M， 4) 0, 但 在 4z0 时 ,至 少 有 
ToroQl, A) ~ACAmA+O. 


为 了 进一步 了 解 所 谓 平坦 维 数 的 意义 ,我 们 取 
定义 13 如 果 正 合 列 


- 224。 


万 ,>> Po SA (9.1) 
中 每 一 个 了, 都 是 平坦 模 , 则 称 {了 ,，d。,} 为 4 的 一 个 平坦 分 解 . 

由 于 投射 模 必 平坦 , 故 投射 分 解 也 是 一 种 平坦 分 解 ,所 以 平坦 
分 解 是 一 定 存 在 的 ， 但 平坦 模 未 必 投 射 (除非 是 有 有限 胡 现 的 , 见 第 
三 章 $ 9 定理 88), 所 以 平坦 分 解 未 必 是 投射 分 解 , 它 当 然 不 会 具 
备 投 射 分 解 的 全 部 性 质 : 

定理 1 中 的 全 部 7 条 都 可 引用 到 目前 的 情况 . 我 们 只 需 盖 中 
的 4 条 , 见 

定理 妈 对 于 并- 模 有 4， 下 列 的 四 与 话 等 价 

(1) Faq 4<m 

(2) Toraz(M 4) =0 对 所 有 的 M, KK 二 1, 2, 8, …; 

(3) Tora 4)=0 对 任何 以; 

(4) 在 4 的 任 一 个 平坦 分 解 (9. 了 中 ,lm d 是 平坦 模 . 

证 (了 D 沪 @ 设 F44=m<n， 任 取 A 必 的 一 个 投射 分 解 
{P,，6On+, 则 由 第 三 章 $ 10 定理 34 与 86, 有 

Tor,x MH, A)='Torni(Im Di 4) 一 0. 

(2) 一 (3) 当然 ， 

(3) 一 (和 对 于 %=0, 1，2,…, 有 短 正 合 列 

lm do Fy —» im ad,. 
因 ZZ, 平坦 , 故 
Toryyi MUM, Im a) 宇 Tor;(M, Im ds), 
于 是 
0= Tor,r(M, A) Tor,(M, Imdiy 
Tor,_(M, Imds) 兰 … 宕 Tor(M Imd,). (9.2) 
由 第 三 章 § 10 定理 86 的 推论 2, Im 4 是 平坦 模 . 

(4) 坊 (1) 因为 Tors(M, Imd) 兰 Tor riCM，4)， 所 以 , 车 
Imd 是 平坦 模 , 对 任何 放 , 和 己 有 Tori(M,，Irm od,), 则 Torsri( 亲 ， 
4) 一 0， 由 此 即 知 EHd A<n， 口 

推论 着 {8 dn} 与 47rdn} 都 是 4 的 平坦 分 解 ， 则 当 Im da, 


只 公分 与 内 必 


平坦 时 , Im 多 也 必 平 坦 ， 最 小 的 这 样 的 wm 就 是 4 的 平坦 维 数 . 

可 以 仿照 定 环 的 总 体 维 数 的 办 法 用 平坦 维 数 来 定义 环 的 为 一 
种 总 体 维 数 , 称 之 为 弱 总 体 维 数 , 简称 弱 维 数 。 一 个 环 区 的 左 弱 
维 数 可 定义 为 所 有 左 半 - 模 的 平坦 维 数 的 上 确 界 ， 这 就 是 说 , 落 钼 
的 顽 弱 维 数 等 于 风 则 有 一 个 左 站 - 模 4, 使 Fd4=mn, 但 对 任何 B, 
都 有 Fd B<n, 同时 , 有 一 个 右 A- 模 于， 使 Tor, (M，A) 关 0, 但 
对 任何 右 六 - 模 工 , 全 有 Tora(Z，4)=0， 类 似 可 定义 站 的 右 
弱 维 数 . 其 实 这 两 种 弱 维 数 是 相等 的 ,所 以 我 们 取 

定义 18 环 %f 的 弱 维 数 等 于 n， 如 果 有 右 模 履 ， 与 左 模 4， 
使 Tor,( 误 ， 4) 直 0, 但 对 任何 工 与 BB, 恒 有 了 Torsni(L, B) 一 0. 

我 们 党 以 记号 Wd 1 来 表示 [的 弱 维 数 . 

与 定义 18 相等 价 ,我 们 有 

Wd 站 二 sup Hd4, 4 取 左 并 - 模 
=sup Fd ,了 取 右 并- 模 
一 Sup {n|Tor, (MAM, A) 0}. 

换言之 , 弱 维 数 不 分 左右 . 

其 所 以 称 为 “ 弱 ” 维 数 , 原因 在 于 

定理 好 

WdA<min(Lgd¥, Red A). (9.3) 

原因 非常 简单 ， 任 一 个 模 4 的 投射 分 解 必 是 平坦 分 解 ， 但 平 
坦 分 解 却 末 必 是 投射 分 解 . | 

对 于 环 的 弱 维 数 ， 我 们 也 有 类 似 于 定理 6 的 定理 ， 就 是 说 ， 
Wd 等 于 其 循环 模 的 极 大 平坦 维 数 ， 为 此 , 先 证 

引 理 1 左 站- 模 B 是 平坦 模 ， 其 充 要 条 件 是 对 并 的 任何 右 
理想 J , 由 正 合 列 

J 3 Ny» N/T=N 
得 正 合 列 JOB > IOB—» NOB. 
证 ”必要 性 得 目 平坦 模 的 定义 . 
关于 充分 性 , 作 交 换 图 


.326 ， 


J®B -一 2GB 
| | (9.4) 
JB — > HB= —B 
这 里 由 所 给 的 条 件 ,n 是 单 同 态 , f 是 同 构 ， o 是 嵌入 映射 故 9 为 
同 构 ， 由 于 是 任意 的 ,由 第 三 章 8$ 9 定理 32, 如 是 平坦 模 ， 口 
本 引 理 可 换 一 种 说 法 : B 为 平坦 模 当 且 仅 当 对 半 的 任 一 右 理 
想 J, 恒 有 'T 了 Tori1Q/J]，B) =0， 事 实 上 ,， 因 江 本 映 是 投射 贡 - 模 ， 
故 Tori Ga， B) = 二 0.。 所 以 由 长 正 合 列 ,得 


0= Tor Qf, B)—> Tori(A/y, BIOB COB, 

9] 既 为 单 同 态 , 其 核 为 0. 

由 此 我 们 证 明 

定理 2 Wd 站 =sup Fd 入 ,为 右 循环 模 ， 

一 Sup Fd /J, J 为 右 理想 . 

弱 维 数 既 不 分 左右 ,改定 理 中 的 “ 右 为 “ 左 ,仍然 正确 . 

证 ” 设 对 所 有 的 右 理 想 J, 恒 有 Fd/J <w, 则 对 任何 左 理 想 
B, TorwriGL/J,，B) 一 0。 取 B 的 平坦 分 解 为 Fm，dmj}, 则 

OQ=Tor,i (A/T, B) = Tor, (A/J, Imai) 
一 … 一 Tori (对 /JJ ，Imow) ， 

由 引 理 1，Im ad, 是 平坦 模 ， 口 

定义 14 六 WdA=0， 则 2 叫做 一 个 Von Neumann 正则 
环 ,简称 VN 正则 环 . 

下 列 定理 给 出 了 VN 正则 环 的 结构 . 

定理 2 对 于 环 中 下列 的 5 血 话 等 价 ; 

(1) 站 是 VN 正则 环 ; 

(2) 每 一 个 左 (〈 右 ) 模 都 平坦 

(3) 对 任何 <E%0 有 wE 虹 使 一 aaa 

(4) 每 一 个 左 ( 右 ) 主 理想 六 ee 中 ) 痢 是 由 一 个 笑 等 元 了 素 e 所 
生成 的 ; 

(5) 每 一 个 有 限 生成 的 左 《 右 ) 理想 都 是 主 理想 ， 因 而 由 一 个 


1 了， 


知 等 元 素 所 生成 . 

证 《了 合 (32) 由 定义 . 

(2 一 (3) 我 们 引用 第 三 章 89 定理 32 的 推论 。 既然 每 -个 
右 半 - 模 痢 平坦 , 那么 ，N =o 针 当然 是 平坦 模 , 而 且 如 /oa 让 也 是 平 
坦 右 模 , 那里 的 推论 说 ,对 任何 左 理想 4, 必 有 NWA=NNMA4. 取 
A=3a, 则 adla=a( 站 Mr， 由 于 aEa 人 Mam， 帮 aEom, 所 以 有 
wa 筷 计 ,使 w 一 aa a. 

(3) 二 (4) 取 4 一 Ja 一 %aa'a， 令 66 一 aa， 则 62 一 waaaw 一 aa 
=e, 故 。 是 窒 等 元 素 ， 当 x* EE 对 时 ,Xxa 一 xao'g 一 xae ,所 以 AoCoe, 
但 e€E€A4A, MaeCMeC 4, 所 Dl Moa= de, 

(4) 一 (5) 设 4 是 由 mw% 个 元 素 所 生成 咎 不 理想 .我 们 上 只 需 证 
朋 %w=2 的 情况 就 行 了 , 因为 在 mw>2 的 情况 ,可 用 简单 的 归纳 法 来 
完成 . 
设 4=3sfa+%8， 取 震 等 元 e， 使 %a=%e， 于 是 4 一 ge 十 
BUG-e). 让 BB(1--e) 一 Me', e” 一 ee'. 邻 6 一 (一 6)6 。 于 是 

6 3 一 (一 6)6 人 一 6)eg 一 (e 一 866 一 6 十 ee6)6 
因为 ezxB(1 一 e), 2 EA, 故 ee=0, 所 以 
6 6 一 6 一 (一 6)6 =0", 

8 是 戎 等 元 素 . 

因为 ee "一 6 (一 6)e 一 62 一 6 所 以 %WeEG%We"， 但 

Me = (1.-e)e CNMe,, 
所 以 Me’==Ae". 于 是 ， 
A=Me+AB(1—e) = Ae Ye — Me Me". 
我 们 来 证 明 , Me 十 Me”" 一 六 (e 十 e"), 而 且 e 十 e” 是 医 等 元 . 


自 先 ， ee" =6(1—e@)eé’= (e 一 6)6 一 0 
pb11p 一 (1 -~-6)e'e=0, 
改 (e+e')»= (e+e') (e 十 6 ) =e*+e"?~6+e", 


所 以 ee" 是 答 等 元 ,而 且 ee 一 2 e 一 0. 
其 次 ,显然 有 半 (e 十 e") 己 Me 十 Ae”. : 
最 后 , 若 GE 对 则 me 一 wele+e )， 故 MeGM(ete)， re" = 
6 SS + 


xe"' (e 十 e 门 ,所 以 ge"C 虹 (e 十 e 门 于是， 
Me-Me' 一 4 一 多 (e 十 6 ). 

(6) 二 (2) 我 们 要 证 任何 右 名 - 模 4 都 是 平坦 模 。 仍 用 第 三 
章 § 9 定理 32 的 推论 ， 任 取 一 个 有 限 生 成 的 左 理想 上 ， 因 而 
也 =>>e，e 是 智 等 元 素 。 我 们 要 证 , 若 By>B -4， 瑟 为 自由 模 ， 
因而 是 平坦 模 , 则 8LNB= BL, 这 样 就 证 明了 4 是 平坦 模 . 

任 取 5EFLNB, 则 因 WL=Fe, 故 b=fe, EF, 妈 

be= fe”= fe=b, 
所 以 b=be€ BeCBL. 
因此 FLN BC BL， 另 一 方面 , B 是 石 半 - 模 ， 当然 有 BLESEFL， 
BLCB.， 故 BL=FLNB， 定 理 全 部 证 毕 ， 

作为 VN 正则 环 的 一 个 例子 ,我 们 证 明 

定理 28 设 中 为 半 单 纯 环 ， 4 为 任 一 个 针 - 模 ， 则 内 = 
Homsg(4, 4) 是 VN 正则 环 . 

证 任 取 fEHom(4, 4). 令 B~=Imf, 则 B 是 4 的 子 模 . 
由 于 半 单 纯 环 上 的 任何 模 都 投射 ,又 内 射 ,我 们 从 

N—— 4 >»B . 
与 B > 一 》 4 一 一 》 
5 为 杠 入 映射 , 得 4 一 NB'=B@O', 这 里 B' 之 B，O0'.。 取 
gE Hom(4，4), 使 9(CTo) =o (58), 则 得 f= fgf， 所 以 淮 = 
Hom (4, 4) 是 VN 正则 环 ， 口 

至 此 ,就 象 我 们 确定 了 半 单 纯 环 为 总 体 维 数 等 于 0 的 环 一 年 ， 
我 们 已 确定 了 VN 正则 环 是 弱 维 数 等 于 0 的 环 . 

关于 Wgdgst 的 环 %, 我 们 有 

定理 从 对 于 环 将 ， 下 列 的 四 知 语 等 价 ， 

(1) WdXA<1; 

(2) 并 的 左 理 想 今 平 姐 ; 

(3) 并 的 右 理想 全 平坦 

(4) 对 任何 右 - 措 M 任何 左 外- 模 , 恒 有 


Tor, (M, A) =0, 

证 ” (1) 二 (4) 由 弱 维 数 的 定义 . 

(1) < (2) 由 定理 26，Wadg = 了 Hady 六 = 外 /J 为 一 循环 模 ， 
y 为 某 一 个 左 理想 .于 是 ,FdN <1 的 充 要 条 件 是 J 为 平坦 模 . 

(<(3) 弱 维 数 不 分 左右 . 口 

由 定理 29 立 知 ， 左 ( 右 ) 遗传 环 的 弱 维 数 都 <1， 因 其 左 ( 右 ) 
”理想 都 是 投射 模 ， 特 别 , 若 区 的 左 遗 传 环 , 那么 , 由 于 Wd 并 <1， 
多 的 右 理 想 也 必 有 平坦, 不 管 史 是 不 是 右 遗 传 环 ， 

半 遗 传 环 的 弱 维 数 也 必 二 1， 虽然 它 未 必 是 遗传 环 。 为 了 证 
明 , 我们 设 并 为 一 个 半 遗 传 环 , 而 4 是 它 芍 任 一 个 左 理 想 ,县 有 生 
成 系 X= {wea}. 议 1 为 不 的 任 一 有 限 子 集 ， Ar 为 一 个 以 为 
生成 系 的 左 理想 ， 因 为 各 为 举 遗 传 环 , Ai 是 投射 模 ,， 因 而 是 平坦 
模 ， 所 以 4 是 平坦 模 ( 第 三 章 $9)、 由 于 44> 一 3 一 wy 站/4 是 循 
环 模 六 /4 的 平坦 分 解 , 故 Fd 六 /4 志 1。 由 定理 26, Wd 站 <1， 

推论 Wd 并 <1 当 且 仅 当 任何 平坦 模 的 子 模 也 必 平 坦 . 

证 ” 设 Fo 为 平坦 模 , 下 为 其 子 模 ,4 一 下 oa 。、 易 知 Ed 4 
革 当 且 仅 当 一 7o 一 4 为 4 的 平坦 分 解 . 


$10 拟 局 部 环 


在 代数 所 何 中 常用 局 部 环 来 研究 代数 流 形 上 的 局 部 性 质 ， 我 
们 现在 推广 其 概念 ,得 到 所 谓 拟 局 部 环 . 

定义 5 知 环 这 有 了 唯一 的 一 个 极 大 左 理想 /， 则 乒 叫 做 一 
个 拟 局 部 环 . 

其 实 , 拟 局 部 环 半 的 极 大 左 理想 v 也 是 一 个 右 理 想 , 因而 是 双 
边 理想 . 为 了 证 明 这 和 句 话 ,我 们 任 取 ?>7EvV，8E 针 并 让 下 一 吕 /v7 
一 Mw。 由 于 J 极 大 ， 所 以 凡是 单纯 模 ， 而 且 ow=0 当 和 且 仅 当 
xE€J、 如果 Bw=0, 则 BEJ ,因而 YBEJ.。 如 果 0Bu=v, 则 
Av 关 0, 且 因 AVC ， 夏 v 一 以 ， 让 v= 守 /Jj，av 一 0 当 且 仅 
当 aE€yi， 则 Yi 也 是 极 大 左 理 想 ， 故 Jiw=J。 所 以 ?yom”0， 即 

* 分 3 和 0 。 


yu 一 0。 因 此 YBEJ， 所 以 J 是 一 个 右 理 想 . 

如 果 >EvJ,， 它 当然 不 能 有 左 道 元 , 否则 就 要 有 J 一半。 反 过 
来 , 如 果 7 没有 左 道 元 , 那么 , 左 理想 %/ 就 不 等 于 时. 由 2orn 引 
理 ，3y 将 包含 在 一 个 极 大 的 左 理想 肉 。 但 多 具有 唯一 的 一 个 极 
大 左 理 想 ,所 以 My 和 EJ， 换言之 , Y EY 的 充 要 条 件 是 它 没有 左 
道 元 . 

如 果 YYEJ, 所 以 YY 有 左 逆 元 yY', Y7=1。 因 为 7/ 也 是 一 个 右 
理想 , y' 不 能 属于 .7, 所 以 y 有 左 逆 元 Y"。， 于 是 , 从 y"y' 一 1 得 
?7 一 7， 这 说 明 , 在 7Ev 时 , 它 既 有 左 道 元 , 又 有 右 逆 元 , 而 当 
YEYJ 时 ,7 既 无 左 六 元 , 又 无 右 逆 元 . 

任 取 一 个 右 理 想 4 关外， 如 果 有 waE4, 但 waEvy,， 则 因 w 有 硬 
逆 元 , 必 有 44= 半 ， 所 以 J 也 是 极 大 的 右 理想 ， 因为 任何 右 理 想 4 
都 一 定 包含 在 J 内. 

总 结 上 述 ,我 们 有 

定理 90 对 于 环 并 下 列 五 句 话 等 价 

(1) 多 是 拟 局 部 环 ; 

(2) 所 有 无 左 逆 元 的 元 素 成 一 个 左 理想 ， 

(3) 所 有 无 右 逆 元 的 元 素 成 一 个 石 理想 ; 

(4) 学 有 了 唯一 的 一 个 极 大 右 理 想 ; 

(5) 多 有 了 唯一 的 一 个 极 大 双边 理想 ， 使 凡 不 属 此 双边 理想 的 
元 素 既 有 左 逆 元 , 又 有 右 逆 元 . 

不 难 证 明 , 拟 局 部 环 一 定 是 IBN 环 , 事实 上 , 知 趟 是 目 由 外- 
异 , 忆 = 并 /7 为 可 除 环 , 则 D9F 是 目 由 DD- 模 ， 如 果 了 有 两 个 基 


底 , 其 所 含 基 元 数 的 个 数 不 同 , 那么 , 自由 D- 模 DOF 也 必 有 两 个 
基底 ,其 所 含 基 元 素 的 个 数 不 同 ,这样 ,D 就 不 能 是 IBN 环 . 

在 一 般 环 论 中 , 有 单位 元 的 环 的 Jacobson 根 是 这 个 环 的 所 有 
极 大 左 理想 之 交 ( 它 也 是 一 个 双边 理想 , 见 $ 13). 因此 , 拟 局 部 环 
的 唯一 极 大 左 理想 就 是 这 个 环 的 Jacobson 根 . 

由 于 任何 一 个 拟 局 部 环 的 所 有 不 可 逆 的 元 素 组 成 一 个 理想 ， 
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所 以 ,任何 两 个 不 可 道 元 素 之 和 仍 不 可 逆 ,:- 个 可 道 元 素 与 一 个 不 
可 道 元 素 之 和 必然 可 北 , 不 可 道 元 素 乘 任何 环 元 素 仍 不可逆 
拟 局 部 环 的 一 个 主要 性 质 见 
定理 31 拟 局 部 环 上 任何 可 数 生 成 的 投射 模 必 是 自由 横 . 
先 证 一 条 引 理 . 
引 理 1 设 针 为 拟 局 部 环卫 为 并 上 的 投射 模 ,，a E 了， 则 有 
自由 模 G, 货 a€E09, 而 上 且 P=G@O, 0 为 某 一 个 半 - 模 . 
证 ” 设 P 投 射 , 故 有 自由 模 =POQ. 在 了 的 所 有 基 抵 中 ， 
取 玉 =={w,es}, 使 4 的 表达 式 
a=— Dy om ,FO (10.D 
最 短 , 即 , ”最 小 ， 这 些 wi，o，…，on 中 任何 一 个 都 不 能 是 其 余 
n 一 1 个 a 的 右 组 合 ， 不 然 的 话 ,车 o% 一 村 mB， BE 时 ， 则 代入 
(10.1) 后 ,有 a— S$\ owt Bee,). 注意 ， v1 十 B1D， Za 十 Bon, “ 
Vn_1+ Btn, 二 n n+ip “"" 也 是 F 的 一 个 基 屏 ， 但 对 此 基底 ， 地 的 
表达 式 更 短 . 
设 2 一 a; 十，， a EP, 6, EQ, 则 | 
CC 一 之 oil 一 之 ol0i 十 之 204， (10.2) 
但 a€P, ma EP, ZodEQ， 故 (10.2) 夫 明 之 ap 一 0. 因此 
4 一 Zoo 一 书 0ili。， 因 ww EPCEF, 改 


ai= Dy ot + Ys %=1, 2， "Ns (10.3) 
7 一 上 ， 
而 fs 是 Wnt1i, Cnt+2g; 的 左 线性 组 合 . 于 是 


4 一 人 oi0r Sua 2) AL 
t=1 - f 一 工 一 卫 t=1 
-一 > (> Os oo 44 十 之 | Otfi, (10 4) 


由 于 {wxes} 是 也 的 基底 , (10. 色 有 方 第 二 个 如 中 没有 zz, m2,…， 
zw 所 以 ,由 (10 .4)， 有 
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m= ovo, jl, 2, .mn, (10.5) 
=] 


而 且 awy 一 0。 由 于 每 一 个 om 都 不 是 其 余 m% 一 个 好 的 右 组 合 ， 
所 以 (10.6) 中 的 每 一 个 oi 都 是 可 首 元 , 不 然 的 话 , 迁 项 后 , 1 一 on 
” 必 可 道 ( 因 时 是 拟 局 部 环 ， 若 on 不 可 道 ， 则 I 一 ow 可逆 )， 册 
(10.5) 中 的 um 可 以 解 出 来 ， 用 其 余 的 o 来 表达 .， 这 不 符合 要 求 . 
此 外 ,我 们 也 可 肯定 , 在 (10.5) 中 , 当 ji 时, on 也 必 不 能 是 可 逆 
元 ， 否 则 , 也 可 把 o 解 出 来 . 

于 是 ,把 (10.5) 中 的 oi 排 成 一 个 % 行 矩阵 (ox) ， 此 矩阵 的 主 
对 角 线 上 的 元 素 都 是 可 道 元 ， 而 不 在 主 对 角 线 上 的 元 素 肯 定 不 可 
逆 ， 因 此 , 可 用 一 系列 (有 限 次 ) 行 变换 把 矩阵 (os) 变 成 单位 矩 阵 . 
换言之 ,车 以 4 表 和 矩阵 (ey) , 则 有 矩阵 了 = 《Bs), 使 B84 一 召 为 单 


位 窍 阵 . 
(10.3) 可 排 成 一 个 矩阵 的 等 式 
CI | Y1 
2 |-4| .| 
Cn Vn Yn 


双方 都 左 乘 以 B, 我 们 就 可 以 把 21,…, wn 都 解 出 来 , 使 得 每 一 个 
0 一 2, 人 都 可 以 由 @1, Ga, Qn, Tntl; ， … 来 线性 表 出 . 因 
此 ,{Q1 ca，…，aw，zontl …] 也 是 三 的 一 个 基底 .以 G 表示 由 
Qj, a, Cr 所 生成 的 自由 模 , 孔 为 由 Za+di， dr+3，、 … 所 生成 的 目 
由 模 , 则 不 =G 引 万 . 让 C=PNH, 则 因 GGP, 得 P=90, 而 
a EG. DD / 
现在 证 明定 理 3， 设 投 射 模 P 由 {Qi，as,…, co …} 所 生成 . 

让 也 ,为 由 {az, aa，…， an} 所 生成 的 中 - 模 ， 我 们 用 归纳 法 证 明 ， 
对 任何 %, 有 自由 模仿, 使 P=G, 中 0，, 且 上 SG 

当 n 一 1 时, 取 引 理 中 的 4 为 @, 9 = 0» 则 D=GWD01, mE€ 
Gs, 故 Pi Gi. 

设 兄 一 二， 是 P=GQ,_ i101, 9 »_1 为 目 由 模 , 且 卫 、1EG 1 
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若 csEG 1 那么 就 让 G, 一 GQ-1，0O, 一 0,-1， 上 月 的 已 经 达到 .、 者 
orn=b+c, DECEG 0xccECO 则 因 C_i 也 是 投射 模 ( 它 是 投射 
模 的 直 和 加 项 ) ， 故 由 引 理 工 0,-_1 一 GO，, ecG 而 GG 为 目 由 
模 . 于 古 
P= Gh 1D On 一 Gh_1DG PDO, n(CDCOn， 

而 P,SG, 

这 里 实际 上 也 证 明了 ， 目 由 模 @, 的 一 个 基 确 或 者 束 是 Go-: 
的 一 个 基底 (这 时 G9, 一 Gh-2D)， 或 者 是 Gi 的 一 个 基底 再 添上 G 
的 一 个 基底 ， 总 之 , U Gh, 是 一 个 自由 模 , 可 选 其 一 基底 为 诸 Gk 的 


基底 之 并 集 . 

由 于 PSG 故 P= UP,CUG,=G, 而 另 一 方面 ,P 导 0,, 故 
PUG,、， 所 以 P= 了 UG,=G 为 自由 模 ， 定 理 得 证 . 

拟 局 部 环 还 有 一 些 值得 注意 的 性 质 , 见 

定理 只 设 半 为 所 局 部 环 , 其 极 大 理想 为 J, 若 4 是 有 限 生 
成 模 , 且 JJ4=4, 则 4=0， 

证 到 4 的 一 个 最 小 的 生成 系 为 《ci ca …，cd， 即 ， 任 一 
个 ww 都 不 能 由 其 余 的 m 一 工 个 @ 来 线性 表 出 ， 在 4=J4 时 ， 必 
有 a1= ow oi EY, 因而 (1 一 oi)ai= Py oa 因 oa Ev ， 1—o 
是 可 逆 元 , 则 @i== > (I 十 QD) os ai 可 由 ca，cs，…，an 来 线性 
表 出 ， 矛 盾 . 所 以 4=0. 口 

定理 中 设 半 为 拟 局 部 环 ,，J 为 其 极 大 理想 , 则 任何 有 限 生 
成 的 了 [~- 模 必 有 投射 头 (8，w)， 这 里 了 是 自由 模 ( 拟 局 部 环 上 任 
何 有 限 生 成 的 投射 模 都 目 由 ! ), 目 KerwCJF. 

证 取 {ci Qa，…，Qan} 为 4 的 一 个 最 小 的 生成 系 , 而 了 是 
定义 于 集合 {tzi，za，…，4 上 的 目 由 模 . 定义 mw， 了 ->4， 使 
mr (Oo 一 0 并 令 入 一 Kerw, 则 得 正 合 列 / 
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任 取 yEN, yy 一 之 wR, 则 从 zw (VY) 一 0, 知 这 4: 一 0， 我 们 肯定 
,234。 


所 有 的 w 都 属于 J. 不然 的 话 , 若 oiEy, 则 wu 有 道 元 素 , 因而 可 

把 ci 解 出 来 ,这 样 {fcl，ca，…，cn"} 就 不 能 是 4 的 最 小 的 生成 系 ， 

由 此 我 们 证 明了 ,和 NCJF. 
现在 假定 和 二 MM=F， 因 和 WCJF 了 , 故 JFT+M=F, 于 是 

F/M=JF+M/MEJF/M. 

由 于 了 了 /M 是 有 限 生成 的 , 故 由 定理 32,，F/A 必 =0, 因而 履 =E. 
于 是 在 %w: 了 了 一» 4 中 ,Kermw 对 于 了 是 一 个 无 足 轻 重 的 模 

(Kerw 加 上 也 的 任何 一 个 非 平 凡 子 模 都 不 能 等 于 了 了), 所 以 由 第 

二 章 $ 11 定理 31 的 推论 3, (也 了， wm) 是 4 的 投射 盖 . 上 


$11 交换 环 的 局 部 化 


交换 环 的 局 部 化 的 理论 是 交换 环 论 中 的 一 个 非常 重要 的 理 
论 , 我们 将 在 以 下 的 几 节 中 看 到 ,这 个 理论 也 是 研究 交换 环 的 一 个 “ 
非常 有 力 的 工具 . 

”本 节 中 的 环 都 是 交换 环 . 

设 5 为 环 % 的 一 个 子 集 , 1€8, 0ES， 而 且 当 81, ES 时 ， 
sisa 人 ES， 因此, S 是 并 中 的 一 个 不 食 0 的 带 么 半 群 。 例如 ， 硅 下 
是 时 的 一 个 素 理 想 ， 则 三 在 多 中 的 余 集 六 一 名 一 一 是 一 个 不 售 0 
的 带 女 半 群 ， 又 设 不 是 者 零 元 素 , 则 集合 tw o2, … 小 是 一 个 
不 含 0 的 带 么 半 群 . 

让 了 T={(s, oa) |s€ES, a€ 半 }。 我 们 规定 

(81，01) 一 (8a，oa) 当 且 仅 当 有 OxsEBS, 使 s(018a 一 0931) 一 0. 
当然 ， 如 果 中 是 整 环 ， 那么， 这个， 可 取 为 1， 这 时 ，(s1，o%) 一 
(aa，os) 当 上 且 仅 当 cuss 一 os1 这 就 是 通常 的 分 数 相 等 的 定义 。 

首先 必须 证 明 上 述 的 “=” 是 一 个 等 价 关系 ， 显 然 这 个 关系 是 
自 反 的 与 对 称 的， 要 证 明 它 也 是 可 传 的， 我 们 假定 (4，0) = 
(s，oaa) ，(sa，oa) 一 《88，08), 则 有 0 关 sEB， 0 关 s €5, 使 

8s(oalSa 一 aa8l ) 一 0，8 (as8a 一 asss) 一 0. 


” 因 有 是 不 含 0 的 带 么 半 群 ,ssss 天 0, 得 
+ 6。 


0 = 38’ (ai18s83 一 oa8183) 十 88 (as318a 一 38182 ) 


一 8S23S (O188 一 0331 ) ) 


所 以 (81, oz ) 一 《8s， as ) 
绸 定义 
($1, 0%1) 十 (83, 0a) = (S182, C183 十 ola81) ， (11.1) 
(81, 01) (89, 2a) = (8189, O10a), (11 .2) 
具体 计算 可 得 ,着 | 
(81, 01) = (81, 01), (8a, 03) = (82, 02), 
则 (818a, 6182 十 osS1 ) = (81S2, O182 十 06281) ， 


(8182, C1062) — (S8182, W102), 
因此 ,定义 ( 卫 .1) 与 (11.2) 者 是 良好 的 .再 考虑 到 结合 律 与 分 配 
律 都 成 立 ,我 们 就 得 到 一 个 环 , 它 以 (1, 69)(= (8s，0)) 为 其 零 元 素 ， 
并 以 (1, (= (s, 8)) 为 其 单位 元 素 ， 这 个 环 称 为 中 的 关于 有 8 的 
局 部 化 环 , 常 记 成 S77 入。 特别 , 当 S = 并 一 了 时 ,S731 又 记 成 Lp， 
而 当 S={1， zw，…} 时 ,ST 又 记 成 zw![，( 这 个 记号 2 十 千 
万 不 要 与 站 /zw 相 混 ， 后 者 常 来 表示 关于 主 理想 (只 的 剩余 类 环 
Lo) 它 与 gr 1 毫 不 相干 ,) 
定义 0. HM—-—>S -1 : 
ww (1, o), 
则 9 是 一 个 环 同 态 ， 我 们 有 
定理 34 (1 90(s) 是 可 道 元 束 ， 
”(2) <EKerg 之 充 要 条 件 是 有 sE8, 使 sx=0; 
(3) S-9[ 中 任 一 个 元 素 都 可 表 成 6(a)9(s) -此 表达 式 不 唯 
一 ,但 车 09(o)9(s) 一 0《a)9C8), 则 必 有 5ES, 使 3 (os--as') = 
0, 反之 亦 然 . 
证 (1) 0(s) =(s, 1). 
(2) 阁 0(e) = 二 0 则 (i, @) 一 (s, 0), 故 有 8 Es, 使 sx 一 0. 反 
之 , 行 Sa 一 0, 则 (ft @) = (s, 0). 


(3) 设 y— Zs, 04)， 让 st 一 818a…S4184+4 "86 则 因 (8 ad) 王 
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(8， YY $= 8189° °°8,, 得 
= (8, Sosi)=(s, o)=(s, 1)(i, o&) —0(s) -10(0). 

后 于 旬 放 “一 ”的 定义 。 口 

因此 , s-3f 中 的 元 素 (s，o) 都 可 表 成 一 个 分 数 的 形式 a/s, 其 
加 法 与 乘法 ((1t.1D) 与 (1t. 2)) 都 与 通常 的 有 理 数 的 加 法 j 磁 法 相 
同 ， 唯 一 不 同 之 处 在 于 a/s 一 a/s" 并 不 表示 sa 一 sa ， 而 是 表示 有 
SE€S8, 使 s(sa 一 sx) =0, 而 当 g 中 的 元 素 都 不 是 零 因子 时 ， 连 这 : 
氮 差 异 也 消失 了 . 

设 4 为 一 个 中 - 模 ， 我 们 完全 可 以 象 定义 8- 那样 来 定义 
S 4. 取 集合 {(s, oj) |sES, a€ 4}. 同样 ,定义 

(s, Q) = (s,Q) 当 且 仅 当 有 5ES, 使 3(8'a 一 sa') =0; 
(81, Q1) 十 (sa， 0a) 一 (salsa， 8s1Ga 十 Sacl); (11.3) 
(8, @) (8, 4) = (88, aa). : 

当然 需要 证 明 “= ”是 等 价 关 系 ,加 法 与 乘法 的 定义 都 是 良好 的 .于 
是 我 们 得 到 一 个 SR- 模 ， 记 之 以 8-14. 同样 ,， S714 中 的 元 素 
(s，oc) 可 表 成 c/s, 而 cc/gs=0 当 且 仅 当 有 ss ERA ,使 sc=0. 

如 果 考 虑 8- 二 为 一 个 半 - 模 ,让 a a/s==o'a/s, 则 S74 还 有 
另 一 种 定义 ， 匈 | 

引 理 1 SA 4s8 4. 

证 ” 取 映 射 o: SMXxA4 一 > S44 

(a/s, W—>(s, a). 
映射 o 显然 是 线性 平衡 的 , 故 由 张 量 积 的 泛 性 质 , 有 
f. S19 ®A—>S-1A, 

使 / f(a/sa) = (s, oa). 
它 显然 是 满 的 .为 了 证 明了 也 是 单 的 , 我 们 先 注意 , SC@ 4 中 
7 u/s Oa 都 可 以 由 通 分 再 合并 的 办 法 变 成 一 
个 单项 式 二 @a， 而 7( @a)(s, 9). 已 知 (s, 0) 一 0 当 且 仪 当 


有 yeE8 使 do-0 才 


，2 人 BT 。 


1 二 1 7 1 
Oa-s/s Oa Vso- V0=0. 0 


由 此 引 理 ,读者 将 会 体会 到 ,本 节 所 给 “~” 的 定义 是 非常 恰当 


的 . 

其 所 以 称 8 一 并 为 局 部 化 环 , 原因 在 于 

定理 35 若是 中 的 素 理想 ，S=3 一 P， 则 5 是 一 个 
(可 交换 的 ) 拟 局 部 环 , 其 唯一 的 极 大 理想 是 8-:P， 

证 SIP 中 的 元 素 均 可 表 成 p/s 的 形状 (但 不 唯一 ! )、 易 知 
S71P 是 8S- 氏 的 一 个 理想 ， 它 必 是 素 理 想 ， 因 为 1/s1*om/ss 一 
Qi0a/S1S9 ES 1P 时 , 必 有 os0s EP, 它 也 必 是 S73 久 中 的 极 大 理想 ， 
因 不 属于 S71P 的 元 素 必 取 形 $1/s, 它 是 一 个 可 道 元 , 其 道 元 素 为 
sa/si。 0D 
”推论 若 外 是 一 个 整 环 ，K 为 其 商 域 , 呈 为 中 的 一 个 素 理 
想 ,s 一 半 一 也, 则 s 站 是 的 一 个 于 环 . 

证 ”定义 o. SNM—>K 

(s, a a/sCK, 

由 于 外 是 整 环 ，(s, o) =0 当 且 仅 当 w=0 当 且 仅 当 a/s=0, 所 以 
og 是 单 同 态 ， 口 / 

引 理 2 S71 是 平坦 并- 模 . 

证 设 f 4 一 > B 为 单 同 态 ， 如 果 

ef: S-A®A—> SAOB 
个 是 单 同 态 , 必 有 : 
0x 二 @c -二 四 ja) 一 0. 

于 是 有 s ES, 使 0=s f(a) 一 f(swm). 因 了 是 单 同 态 ,sw=0. 这 说 
明 二 @a=0. 口 


为 了 研究 Gd 站 与 Gd S79 的 关系 ,我 们 先 证 
引 理 3 若 B 是 S-1A- 模 , 则 S71:B=S-: ® BB. 


证 广义 J. 六 -区 [X 了 一 一 也 


(ac/s，b)HF> ao/ $b. 
c 当然 是 线性 平衡 的 , 所 以 有 
f:; STB~S UWB—>B | 


使 (a/s@5) 一 a/sb 一 二 ab， 它 当然 是 满 的 ， 由 于 S" 并 @ B 中 
的 任何 一 个 2 一 Zos/s:@ 5 都 可 以 用 通 分 的 办 法 来 变 成 一 个 单项 
式 二 @5, 而 f(s) 一 了 ( 荆 @5)~ 上 5. 车 二 5 一 0, 则 5=0, 因 而 
z 一 0, 所 以 了 是 单 同 态 ， 既 满 又 单 必 是 同 构 ， 口 

最 后 , 我 们 证 明 : 

定理 36 设 % 为 交换 环 ， 8 为 中 中 的 一 个 不 含 0 的 带 么 半 
群 , 则 

Gq A>Gd Su. (11.4) 

证 车 为 自由 外 - 模 ， 它 必 是 许多 的 直 和 ,了 一 四, 因 

此 , SP™~S ONO IO Oe, 所 以 8 是 自 


由 5S 站- 模 . 
若 卫 是 投射 %- 模 ,六 一 PGQ 为 自由 外- 模 , 则 
S-1iF=S-1POS-1Q0, 
故人 AP 是 投射 S77 六 ~- 模 ， 
如果 Gd 寻 =oo, 我们 当然 没有 什么 要 证 的 . 
假定 Gd 半 =n 二 co， 任 取 一 个 S11- 模 B, 它 首 先 基 一 个 gL : 
模 ( 定 义 6 一 (169a)5), 作 其 投射 分 解 
0—>P,—P,._1—>…—P—>Po—»B, (11.8) 
这 里 的 P; 都 是 投射 半 - 模 ， 而 Pdy B<n. 关于 S11 是 平坦 站- 
模 , 故 由 (二 .部 有 | 
0—>S-+P,.—>S 1P,_1—>.*…—>S "1P—>8- 1p,_»9-1B. 
(11.6) 


文 里 每 一 个 S-:P, 都 是 投射 S-2[- 模 ， 由 引 理 3, 8-1B= 也, 所 以 
(11.6) 是 B 的 \ 作 为 有 中- 模 ) 投射 分 解 , 故 Pds-w Bn。 因 了 任 : 
* 839 ’ 


意 ,GdS-W<n、 门 


附 注 定理 34 是 局 都 化 理论 的 基本 定理 在 下 列 意义 下 , 定 


理 中 所 列 的 三 条 可 以 认为 是 刻 划 了 局 部 化 环 ， 车 9， 和-> 轩 与 9 
-> 都 是 环 同 态 ， 而 且 都 满足 定理 34 中 所 列 的 三 个 条 件 , 则 并 
与 和 必然 同 构 . 这 只 要 让 9(o)0(9) 寺 与 0(o)0 0 -1 对 应 就 行 
了 ， 因 为 在 20aj0(3) 一 一 0(a00) 时 也 必 有 la)2 (一 一 
ge)0 08) -反之 亦 然 . 换言之 ， 所 述 的 对 应 不 但 是 良好 定义 
的 ， 而 且 还 提供 了 一 个 同 构 ， 因 此 , 任何 这 样 的 中 都 可 认为 是 中 
关于 有 的 局 部 化 环 . 

我 们 在 用 二 元 向 量 (s, 0) 来 定义 S- 坟 时 , 所 用 的 方法 显然 是 
从 有 理 数 的 构造 理论 演变 出 来 的 . 在 构造 有 理 数 时 ，(ci，2) = 
(ca，5a) 的 定义 是 oa21 一 clip 一 0 这 种 定义 在 有 零 因 子 的 环 中 是 
行 不 通 的 .例如 , 若 sx 一 0, 那么 , 在 要 求 (1，s) 可 逆 的 条 件 下 , 必 
须要 定义 (1 &) 一 0， 纵 然 在 w 关 0 时 , 也 应 如 此 ， 因 此 , 我们 这 里 
所 给 的 定义 ((s;， Qa) = (s'， oa) 当 且 仅 当 有 5ES 使 (su' 一 see) 一 0) 
看 起 来 似乎 奇怪 , 但 事实 上 却 是 必要 的 ， 特别 , 在 引 理 1 中 ， 将 
8S-4 与 5S-1@4 等 同 起 来 (后 者 是 在 一 般 代数 中 扩大 系数 域 的 - 
传统 办 法 ) , 这 个 定义 就 更 显得 非常 恰当 了 . 

对 局 部 化 的 问题 ，M. Artin 提出 了 一 个 非常 严格 的 理论 ( 例 
如 , 见 Rotman. An Introduotion to Homological Algebra, Acad. 
Press(1979)，97 一 101) ， 简单 地 说 明 他 的 理论 ， 设 8 是 交换 环 
中 的 一 个 不 含 0 的 带 么 半 群 。 对 每 一 个 s€ES， 取 一 个 未 定量 wm 
与 之 对 应 , 让 了 一 {wies}, 并 让 中 为 多 项 式 环 [对 ]。 以 工 表示 
由 所 有 的 线性 式 sw, 一 1 所 生成 的 理想 , 则 定义 剩余 类 环 并 [] /7 
为 外 关于 有 的 局 部 化 环 S72 到。 让 nm 对 > 外 [至 ] 为 幅 入 跨 射 ，w， 
了 [于] 一 站 [及]/ 了 为 自然 同 态 ， 令 / 

G0=wn A —> [REIL, 
那 4 , 可 以 证 明 6 恰好 满足 定理 34 中 的 三 个 条 件 ， 其 中 , 例如 , 因 
ss 一 LE 了 T, 故 g(s)r(ze) 一 二 即 ， 《 国 是 可 省 的 所 以 站 {[ 玉 ]/T 也 
就 是 我 们 本 节 所 定义 的 S- 雪 [ 
240。 


$12 Nither 环 


Nother 环 是 一 类 最 常见 到 的 环 ， 整数 环 与 域 上 的 多 项 式 环 都 
属 此 类 . 

环 包 本 吴 作 为 一 个 左 %- 模 ， 它 的 子 模 就 是 并 的 左 理想 .于 
是 ,由 第 二 章 $7 的 定理 14, 对 于 环 半 ， 以 下 的 三 个 条 件 等 价 . 

(1D) 极 大 条 件 任何 左 理想 之 集 {A,ent 中 必 有 一 个 极 大 的 
左 理想 , 它 不 包含 在 此 集中 的 任何 其 它 的 左 理想 内 ; 

(2) 升 链条 件 ” 对 任何 左 理想 的 升 链 

A;CAC...CA,C.: 

必 有 一 个 nw, 使 4, 二 4%41 二 …; 

(38) 有限 条 件 ”任何 左 理想 4 都 是 有 限 生成 的 

定义 16 ”满足 上 述 三 个 条 件 之 一 的 环 % 叫做 一 个 左 N6ther 
环 ， 换 言 之， 作为 一 个 左 中 - 模 , 若 并 本身 是 一 个 N6ther 模 ( 第 二 
章 87 定 义 8), 赐 外 是 一 个 左 N6ther 环 . 

由 于 升 链 条 件 这 个 词 英 文 是 ascending. chain condition ， 
取 其 第 一 个 字母 ,所 以 左 N6ther 环 又 称 为 左 ACO 环 ,意思 是 指 对 
左 理想 具有 升 链条 件 的 环 . 同样 , 左 Nother 模 也 浓 称 为 左 AUC 
模 ， 

左 ACO 环 未 必 是 右 AOO 环 ， 我 们 举 一 个 在 56 中 已 经 举 过 
的 例子 . 设 Q@ 为 有 理 数 域 , 且 ==Q@(wi， za,，…，mwm,…) 为 @ 上 无 穷 
多 个 未 定量 2 的 有 理 函 数 域 , S=Q@(wi, %2,，…， ww,"…)， 江 让 四 


Fax / 
为 矩阵 环 (o s) 让 S, = 0 (v1, Ug, **"}y Dn, Wn 41 Wi 9, …) ， 则 
SCHCHCCH CCR 让 4 oh 则 如是 如 的 
右 理想 , 且 有 无 穷 升 链 : 


/ CAIC. CAIC,.., 
所 以 及 不 是 右 ACUO 环 、 但 它 只 有 6 个 诺 理 想 ， 所 以 并 是 左 


* 全 41 


AUWwGU 坏 ， 

我 们 有 

完 理 39f 左 AGOGO 环 必 是 左 1BN 环 ， 

为 此 先 证 

引 理 1 车 4 是 AOO 模 (任何 环 上 的 )， 且 g，4->4 是 满 同 
仿 , 则 9 为 同 构 . 

证 设 Wi=Kerg0、 对 于 0xaiENi 有 coE4d, 使 几 (ca) 
盖 @。 因 和 归 (ca) 一 (1) 一 0, 故 有 saE€Kerg ?== 入 ,但 asENi. 这 
说 明 WiCNWs， 同 理 , NCNaCNs= Kerg*、 于 是 我 们 就 必得 一 
无 穷 升 链 

NiCNaCNscCe.,, 
这 是 不 可 能 的 , 因 4 是 N6ther 模 . 

引 理 2 针 是 左 ACO 环 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 有 限 生成 横 的 
子 模 也 必 有 限 生成 . 

证 ”充分 性 虹 本 身 作 为 ML- 模 是 循环 的 (定义 于 {1} 上 ), 所 
以 根据 所 给 和 条件, 外 的 任何 子 模 也 必 有 限 生 成 . 六 县 的 子 模 融 是 
1 的 左 理想 ,而 当 每 一 个 左 理想 都 有 限 生 成 时 ,外 是 左 AQO 环 . 

必要 性 ” 设 守 为 左 ACC 环 , 太 为 一 个 站- 模 且 由 {wi, za 
mj 生成， 我们 要 证 明 , 履 的 任 一 子 模 4 也 必 有 限 生 成 . 

对 nw 归纳. 

设 w=1, 则 站 =3w 实 和 /J ,J 为 站 的 一 个 左 理想 ， 因 而 有 限 
生成 . 设 4 为 放 的 一 个 子 模 , 令 S={a€Elaz€E 4},， 则 访 为 站 
的 一 个 左 理想 , 因而 有 限 生 成 . 由 于 vc=0E4, 故 VS, 且 有 短 
正 合 列 

JS 一 > A, 
着 及 由 Sa，…， 5 生成 , 则 4 由 ms，…，m(s) 所 生成 。 
现 设 9> 了 并 假定 导 一 Aw,。 作 短 正 合 列 
MM—»M/M' 
与 ANM’—» 3 A»A/ANM'. 
这 里 MA/M' 最 多 由 % 一 上 个 元 素 生 成 ,而 4/4nM's 4 上 MAM 


CMH/M', 故 由 归纳 法 的 假定 ,4/4NnM’ 是 有 限 生成 的 , 因 ANnM WM 
是 循环 模 1 的 子 模 , 所 以 是 有 限 生 成 的 , 故 4 为 有 限 生 成 模 .， 口 

推论 铬 站 是 左 ACO 环 ， 则 其 任何 有 限 生成 的 左 半 - 模 必 
是 No6ther 模 ， 

现在 我 们 证 明定 理 37. 

设 A 二 wi 二 Mwa 二 … 二 y= Ay 二 ys 十 … 十 yy 
既是 定义 于 {zi， wo， …，2 上 的 自由 模 , 又 是 定义 于 {yi ya， 
ym} 上 的 自由 模 ， 阁 mw>>m, 我 们 定义 

pb. 4 一 4 
> Yi os=1, 2 
OHH>U ,2>m, 

于 是 玉 erg%0. 但 4 是 ACO 模 ,gq 是 满 同 态 , 由 引 理 1，g 是 同 
构 , Ker 4$ 不 可 能 关 0， 所 以 ww 不 能 大 于 m， 同 理 , m 也 不 能 大 于 
%, 故 外 是 IBN 环 ， 口 

我 们 曾 在 第 二 章 $ 9 中 举 过 一 个 例子 , 说 明 无 穷 多 个 投射 模 
的 积 未 必 是 一 个 投射 模 ,要 看 是 在 什么 环 上 .对 偶 地 ,我 们 将 会 考 
虑 到 , 内 射 模 的 直 和 是 否 一 定 内 射 . 

有 限 多 个 内 射 模 的 直 和 也 就 是 它们 的 积 ， 而 我 们 在 第 二 章 
$ 10 中 已 经 看 到 ,内 射 模 (不 论 多 少 个 ,也 不 论 在 哪 一 个 环 上 ) 的 积 
一 定 是 内 射 模 ,所 以 ,有 限 多 个 内 射 模 的 直 和 必然 是 内 射 的 ， 问题 
是 ,无 穷 多 个 内 射 模 的 直 和 是 否 一 定 是 内 射 模 。 下 列 定理 完全 解 
答 了 这 个 问题 . 

定理 38 无穷 多 个 内 射 %- 模 的 直 和 仍 是 内 射 模 , 其 充 要 条 
件 是 中 为 AOO 环 . 

证 设 这 为 左 Adqa 环 ， 且 {Bes} 是 一 些 内 射 半 - 模 BE, 之 
集 ,并 令 吾 = CD EB, .由 直 和 的 定义 , 如 的 每 一 个 元 素 。 都 是 一 个 


集合 {ee4+}, 它 是 从 每 一 个 有 B， 中 取 一 个 元 守 CA 来 组 成 的 ， 但 仅 能 
取 有 限 个 ex 不 为 0. 为 了 要 证 明 如 是 内 射 的 ， 我 们 任 取 中 的 一 
个 左 理想 J, 并 任 取 一 个 模 同 态 g: v 一 忌 , 我 们 要 证 明 9 可 以 开拓 


成 一 个 模 同 态 f. 3-> 如 ,使 向 一 9 这 里 忆 是 嵌入 映射 , 如 图 


FE-DE 
g ~ (12.1) 


J 


因 氏 是 ACC 环 ， 故 了 有 限 生成 ， 取 {a1, ca …，am} 为 J 
的 一 个 生成 系 , 则 9 的 象 由 9g(c)，9g(ca)，…， g(am) 所 唯一 确定 . 
设 g(ai) = {e 中 人， 而 诸 e 如 4。 中 只 能 有 有 限 个 不 为 0， 所 以 可 以 有 
和 5 和 ECG 使 对 每 一 个 4 一 1 ， 2，…，p 都 有 
0 Ca € 中 ， FH,,= bE", 


即 , Im gC B'， 于 是 有 下 列 的 图 


E’ 一 人 下 17 


等 
5 7 (12.2) 


J 9 Ey 


因 刀 ' 是 ”个 内 射 模 之 和 ， 故 为 内 射 模 ， 所 以 由 Baer 判别 法 ， 有 
f.A>B', 使 f=g. 因 召 如, 故 f 也 是 由 站 到 如 的 模 同 态 , 它 
使 (12.1) 中 的 图 成 为 交换 图 ， 故 如 为 内 射 模 . 

现在 假定 中 不 是 左 AGG 环 ， 我们 要 找 一 些 内 射 模 召 ， 使 
Ba ~ Eb, 不 是 内 射 模 . 

因 外 不 是 左 AGO 环 , 故 有 左 理想 之 严格 升 链 

SiC CI (12 .3) 

其 长 度 无 穷 ， 令 J 了 一 U J，, 则 本 为 并 的 一 个 左 理想 .。 把 左 江 - 模 


J /J 嵌入 到 一 个 左 内 射 站- 模 如, 中 ,再 取 召 二 中 BZ,。 我 们 将 证 
明 恕 不 能 是 内 射 模 . 

令 zw J 一 J /J ,为 自然 同 态 ， 当 gEJ 时 , 因 v= UJ 必 有 
no， 使 当 wm 时 ，cEJ,， 因 而 mke) 一 0. 因 J/JmH%n， 故 
wm (Qa) E Bn, FR (ie)，ma(a)， ac， ) EB. 了 


. 244 ， 


gg. — EO EF, 
Ch> (wi(a), wa 0), om) 
如 果 五 是 内 射 模 , 则 由 Baer 判别 法 ，g 可 以 开拓 成 .一 召 , 使 
当 &EJ 时 ,g(a)==f(a)=of(D). 设 f(1) = (@1, wa …, Wm， ~ 
任 取 mm 为 一 个 自然 数 , 任 取 一 个 a€J， 但 a€Jm， 由 (12. 3), 
个 & 当然 存在 , 而 且 wm(4) 关 0。 因为 7 一 (mi(a), wal@), 
mTm(0), *…), i 
g(a)=f(a)=af (1) ~ (gp, QTa, “+*, QTm, ***), 
故 wom《4) 一 azm 关 0, 这 说 明 wm 六 0、 由 于 mw 是 任意 的 自然 数 ， 所 以 
f(D = (co za, …, am …) 中 的 每 一 个 分 量 mn 都 不 能 等 于 0， 这 
样 的 集合 {2。} 不 能 属于 吾 ， 因 为 的 每 一 个 元 素 {y,} 只 能 有 有 
限 个 y 不 为 0。 因 此 召 不 能 是 内 射 模 ,而 本 定理 得 以 证 明 . 
现在 我 们 来 讨论 左 ACG 环 上 内 射 模 的 结构 . 
我 们 移 证 
引 理 3 设 冻 为 任意 的 环 , 导 为 六 - 模 ， 
丰 一 大 1 中 用 as 中 由 天 90<oeo， 
以 五 ( 互 ) 表 三 的 内 射 包 , 则 
E(X)=@ EB(A). 
证 ”对 ”归纳 . 
n=1 时 ,我 们 当然 没有 什么 要 证 明 的 . 
” 设 mn 一 2， 由 第 二 章 $ 基 定理 29， 我 们 需要 证 明 娘 (XY2)@ 
加 ( 计 3) 是 内 射 模 ,而 且 是 人 3 和 sa 的 本 性 扩 模 . 
妃 (X;) 加 (Xs) 当然 是 内 射 模 ， 因为 任何 有 限 个 内 射 模 的 
直 和 仍然 是 内 射 的 . | 
让 C= 恕 (1)B(X3), 则 OO 中 的 任 一 个 c 都 可 表 成 一 个 二 
元 问 量 c= (01, ca) ，CE 且 (人 0 ， 而 co 一 0 当 且 仅 当 01 与 ca 都 是 0. 
设 c 一 (ct ca) 次 0。 不 失 普 遍 性 , 可 假定 0 天 0。 因 如 (时 是 芋 1 
的 内 射 包 ， 它 是 冬 的 一 个 本 性 扩 模 , 故 有 or EA, 使 0 关 odci 所 全 1. 
如 果 oaaics=0EXs， 则 0x#xouccXa 人 四 xs， 如 果 aacsx%0， 则 因 
如 ( 沪 ) 是 坟 ， 的 本 性 扩 模 ， 故 有 es GE 六 ， 使 0 关 azmz03 a， 于 是 
, 045 。 


0 关 agmrc 及 1 对 s， 所 以 ,对 任何 0 关 eEO, 必 有 aE 红 ,使 0 关 ao 
E 于 :Bs。 由 第 二 章 $ 11 的 引 理 1, 0 是 卫 :/@BT, 的 本 性 扩 模 ， 
因此 如 (下 小 田 如 ( 卫 s) 是 下 :Xs 的 内 射 包 . 

现 设 n>2， 让 于 /一 了 :了 ;@… 四 及 ,1 则 一 卫 ' 国 ， 
于 是 妃 ( 卫 ) 二 加 (及 田 如 ( 卫 。)。 再 从 归纳 法 的 假设 得 到 我 们 要 
证 明 引 理 ， 口 

在 环 论 中 ， 左 理想 卫 叫做 可 约 的 ， 如 果 有 左 理想 4 二 PP， 与 
BDP(4 与 BB 都 严格 地 包含 PP); 使 P=4NB， 否 则 , 了 为 不 可 
约 的 ， 因 此 了 不 可 约 当 且 仅 当 在 P=4NB 时 必 有 4= 了 或 B= 
P， 极 大 左 理想 当然 是 不 可 约 的 , 但 不 可 约 左 理想 却 未 必 极 大 . 举 
一 个 简单 的 例子 ， 让 p 为 任 一 个 素数 ，S 一世 一 (p) 为 主 理想 (%) 
在 ZZ 中 的 余 集 ， 作 局 部 化 环 S- 二 。 易 知 S-!z 中 的 元 素 都 是 有 


理 数 , 且 既 约 分 数 卫 ES-!Z， 当 且 仅 当 pha; 而 之 在 8- 二 中 可 


道 , 当 且 仅 当 phb6， 于 是 8S- 坟 中 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 (p")， 
n 为 自然 数 。 在 这 个 环 中 , 每 一 个 理想 都 不 可 约 , 但 只 有 (Pp) 才 极 
大 . 

不 可 约 理想 与 内 射 包 的 关系 见 

引 理 4 若 卫 是 不 可 约 左 理想 ， 则 左 外 - 模 了 /PP 的 内 射 包 
如/ 也) 不 可 分 解 . 

证 . 假定 =BGI/P)=H@EB, 0CECH, 0CHCDE, 
即 , 假定 召 可 分 解 , 让 Bn/P=4/P, BaNM/P=B/P.、 因 旦 
是 3/ 的 内 射 包 , 故 为 本 性 扩 模 , 所 以 4/ 与 B/P 均 不 等 于 0 
但 因由 Bs 一 0, 所 以 A/PNB/P=0, 即 , P=4NB、 这 说 明了 P 
是 可 约 的 . 口 

我 们 现在 证 明 . 
定理 39 设 外 为 任意 的 环 ，P 为 并 的 一 个 左 理想 ， 且 可 表 
达成 %( 二 oo0) 个 不 可 约 左 理想 J 之 交 
z P=JN J NN 7, (12.4) 
其 中 任 一 个 J 都 不 是 多 余 的 ， 即 ， 每 一 个 J 都 不 包含 其 余 ”一 1 
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个 .1 必 奖 ， 则 
EBA/P)SEA/IIOBA/IT) 由 … 由 五 (/v ,. 


(12 .5) 
证 设 A=/ DUA/ I DDA/T,, 
OC=BO/JINOE A DBD:…DE A/J. 
由 引 理 3, B(X)=0. 
我 们 现在 定义 一 个 异同 态 
pp, A—>X 
(12 .6) 


ahF>([auxji，[o]s…，[o])， 
这 里 [a]; 表示 在 自然 同 态 -> 外 /J 下 , w 所 取 的 象 ， 著 [qj 一 0， 
则 w“Eo 故 $(a) 一 0 当 且 仅 当 aE 由 Ji=P， 换 言 之 , (12.6) 可 
引出 一 个 单 同 态 
bw A/P—>X, | 
使 灿 ([al) =$ (C0, 这 里 [ 呵 表 ww 在 中 /也 中 的 相应 元 素 ， 可 以 认定 
Imy 束 是 站 /P, 因此, 并/P 是 了 的 一 个 子 模 . 于 是 . 
~ I/PEXEB(R)-0, 
因此 CO 是 /PP 的 一 个 内 山 扩 模 ， 现 需 证 明 , BB/P)m=O。、 
首先 ,对 任何 5 一 1,2,…, % 必 有 中 /PN 了 /J 一 4 大 0. 事实 
十 , 因 (12.4) 中 的 任 一 个 J 都 不 是 多 余 的 , 故 有 oiEJi, 但 对 任何 
7 关 %, Ey。 因此 [ol 天 0, 但 [oy]y=0。 所 以 
(oid) = 9 (0) = (0, ** 0, [ols, 0 » """, 0) ， 
其 党 2 个 分 量 为 [mj]; 下 0， 而 其 余 分 量 为 0， 按照 我 们 的 约定 
由 [oa ) 就 是 [oj， 政 0 关 [oj E 对 /了 站 9/ 一 4 
其 次 ， 由 4IEWA7E 盏 GD ， 故 如 (di) CB (A/Ji)， 因 
妃 (44) 为 内 射 模 ， 且 #0， 所 以 召 (40 是 恕 (W[/J) 的 一 个 直 和 吉 
项 ， 但 由 引 理 4 因 二 不 可 约 ， 百 (W/J9 不 可 分 解 ， 故 瑟 (40 一 
EU/J. 于 是 由 引 理 3， 
BDA) = 四 也 (4) = DEA/ =0. 
最 后 , 因 4; 忆 外/ 了, 诸 4 之 和 只 能 是 直 和 所 以 


Q AiEA/PETEO, 


因 过 E(BDACEA/P) CEO. 


但 因 瑟 (4) 一 0, 故 BQL/P) = 

现在 我 们 考 虚 氏 是 一 个 左 AOG 环 . 

引 理 5 若 并 的 一 个 左 ACC 环 ， 则 虹 的 任 一 个 左 理想 呈 都 
是 有 限 个 不 可 约 左 理想 之 交 . z 

证 设 忆 可 约 , 4 了 P, BP, P=4NB. 如 果 4 与 B 均 不 
可 约 ， 我 们 的 目的 已 达到 . 设 4 可 约 ， 则 4= 和 4 人 |B1， 因 而 
P=A4iNBiNB， 车 4i 可 约 , 则 41 一 4s Bs， 这 样 我 们 将 能 得 
到 一 个 升 链 4C_4:C .4s。 由 于 外 有 升 链条 件 ， 这 样 作 必 将 在 有 
限 步 以 后 终止 ， 所 以 卫 是 有 限 个 不 可 约 左 理想 之 交口 

推论 若是 左 ACC 环 ,4 1 是 车 内 英模 且 不 可 分 解 ， 则 有 
不 可 约 左 理想 了 ,使 加 /了 P) 一 

证 取 0¥w2E4, 则 wzC4， ， Bs) A. 但 4 不 可 分 
解 , 故 也 (Mw) 一 4 

让 fw 一/P. 着 卫 可 约 , 则 了 = 刀 则 … 几 J wn 之 1， 由 定理 
39，A4 一 轧 QIg) ~ 瑟 (/P) 一 HL/J)， 这 说 明 4 可 分 解 ， 了 巴 


盾 . 口 
现在 我 们 证 明 国 | | 
定理 和 左 AGO 环 中 上 的 任 一 个 内 射 模 召 都 是 一 些 不 可 

分 解 的 内 射 子 模 轧 , 的 直 和 ， 刀 = 旬 可 ， 每 一 个 加 ,都 是 某 一 个 

3 P, 的 内 射 包 , 而 P 是 不 可 约 左 理想 . 

证 首先 , 加 必 有 不 可 分 解 的 内 射 子 模 ， 例如 ， 任 取 0#£%E 

用 , 则 0 天 3w 吴 恕 ， 让 9 一 中 / 卫 , 再 表 卫 为 不 可 约 理想 之 交 , 卫 = 

TN TaN :Ny,, 且 任 一 个 J 都 不 多 余 , 册 则 由 定理 39, 

HA) = HA/P) = PACIO DE 


轩 Bo) 履 召 ( 针 /J 竺 召 .由 引 理 4 召 ( 针 /不 可 分 解 . 
以 B 表示 这 标的 子 借 和 4 之 集 ，A4EB8 当 且 仅 当 4 是 召 中 不 
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可 分 解 的 内 射 子 模 的 直 和 ， 由 于 忆 确 有 不 可 分 解 的 内 射 子 模 , 故 
S 不 是 空 的 ， 
由 Zorn 引 理 ,8 中 必 有 一 个 极 大 的 元 素 , 设 为 M, MM 一 鲜 思 ， 


及 是 召 中 不 可 分 解 的 内 射 子 模 ， 由 定理 38，M 是 内 射 模 ， 又 因 
MM 是 恕 的 子 模 , 故 召 =M@N. 若 Wzx0, 则 人 是 内 射 模 , 因 而 广 
也 有 不 可 分 解 的 内 射 子 模 , 设 为 4， 于 是 型 '= 以 田 4 也 是 不 可 分 
解 的 内 射 子 模 的 直 和 .这 破坏 了 M 的 极 大 性 , 故 用 一 六 =@ 妃 ，. 


定理 的 后 一 部 分 得 目 上 述 推论 ， 口 


SS 13 Nother 环 的 总 体 维 数 


本 节 中 ,中 总 表示 一 个 左 N8ther 环 ,不 再 声明 。 注 意 , NSther 
丈 又 叫 ACO 环 ,这 两 个 名 词 是 同意 词 ,前 者 以 人 名 命名 ,后 者 以 特 
性 命名 . 
首先 有 
定理 41 Led= Wa. 
由 定理 25(§ 9), Wd <Legd. 所 以 我 们 只 需 证 明 
LedA< Wd 人, 


证 ”首先 证 明 ,% 上 任何 有 恨 生 成 的 模 必 可 有 限 表现 (第 三 章 
8 9, 定义 6). 

事实 上 ,大 4 由 人 {o，aa，…， an} 生成 取石 为 定义 于 
{z4，…， wn} 上 的 自由 模 ， 因 而 是 投射 模 ， 定 义 zw 可 一 4， 使 
zi 一, 计 入 =Kerm, 则 入 是 了 的 子 模 由 于 玉 有 限 生 成 , 故 
由 $ 12 的 引 理 2, 入 有限 生成 ,所 以 4 可 有 限 胡 现 . : 
于 是 ,由 第 三 章 89 定理 383, 任何 有 限 生 成 的 平坦 模 必 是 投射 模 . 

任 取 一 个 循环 模 用 =Mw， 并 取 {P， 夫 为 的 一 个 投射 分 
经 下 假定 这 些 P; 都 是 有 限 生 成 的 ， 例如， 可 取 了 oo 一 中， 风 
Ker do 为 这 的 一 个 左 理想 ， 且 有 限 生 成 再 取 Pi 为 有 限 生成 的 
日 由 模 ,G@ 为 Pi 到 Ker do 的 满 同 态 。 作 为 Pi 的 子 模 ， 及 er 大 是 
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有 限 生 成 的 ， 再 到 PP。 为 有 限 生 成 的 日 由 模 ， Qa 为 Ps 到 KerGi 的 
如 示 fd 及 mn， 则 Im 是 平坦 模 ， 由 于 了 ,有限 生 成 ， 
Imd, 己 P,_1， 针 是 左 AGC 环 , 所 以 Ima, 有 限 生 成 ， 因此 Im d; 
是 投射 模 , 故 PdaM<w。 这 说 明 PdM<Fd MM. 
由 定理 6 与 26, 得 Lgd 半 <W df. 口 
推论 奉 半 既是 左 AOO 环 又 是 右 AOC 环 (这 时 称 半 为 双 
边 AUGO 环 ,或 双边 N6ther 环 ), 则 
Led = Red 对. 
事实 上 ， 罚 维 数 个 分 左右 ， 口 
定理 和 设 和 省 为 任意 的 环 , a 为 到 的 中 心 元 素 ， 且 不 为 零 因 
子 ， 又 设 4 为 昌 - 模 ，za=0 时 必 有 aw=0， 则 4/o4 为 一 个 T= 
治 / (c)- 模 , 且 
Pdn(A/wxA)<Pdy A. (18..1) 
证 /中 的 任 一 个 元 际 和 都 是 (o) 的 陪 集 ,而 4/wz4 中 的 任 一 个 
元 素 都 是 z4 的 陪 集 ， 因 为 
(B+ (2)) (ez4) 一 Be 二 z4 
所 以 4/z4 是 一 个 工 - 模 . 
如 本 Pdu4= ce， 我 们 就 没有 什么 要 证 的 ， 所 以 ， 我 们 假 害 
Pdy A=n< co 
设 w%= 一 0. 奉 筷 是 自由 办- 模 , 则 4/w4 是 自由 六 模 如 果 
F= AB 是 定义 于 集合 {yen} 上 的 月 由 模 , y; 二 a 十 0,, 且 雍 分 
解 式 是 唯一 的 , 则 wyi=way 十 v5;, 因 此 了 /zwP= 4/w4B/zB, 故 
4/z4 为 投射 过 - 模 - 
设 mw”>0。 取 自由 见 - 模 万 ,与 满 同 态 w; 了 FF-»4, 让 NKern， 
并 以 ca: 4 一 4/wm 4 表 自 然 同 态 , f= om, 则 因 
/No SF/N/(N+F)/NSEA/vF /oF NN 
A/vA, 
得 短 正 合 列 
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N+rFo Of 了 A/rA, 


因而 有 
(N+oPF)/rF IPF/TF —» A/rA. (13 .2) 
由 于 (Nz /z=N/NNNzF, 故 (13.2) 恋 成 
AN /AN nzEp 盖 人 /08 —y» A/rA. (13 .3) 


苦 VE 六 nzpp，Vy 一 VE 站 则 从 0=5 (2) =25 (WW) EA 
ro 一 0( 已 给 了 条 件 ，zg=0 时 ,5 必 =0)， 故 VEN、、 换言之 
Anazz=2N, 因 此 (13.3) 又 变 成 
Na F/ImF— yA/rA. (13.4) 
因为 Pds4=m>>0, 所 以 PdaN =m 一 工 (定理 2)， 由 归纳 法 的 假定 ， 
PdrN/zN <n 一 41, 于 是 由 (13. 句 ( 因 了 了 /wzF 为 自由 本 - 模 )， 
Pdr A/wA<n—mii+li=n, 0 z 

当然 会 提出 这 样 的 问题 ，(18.1) 有 否 与 何 时 取 等 式 、 为 了 国 
答 这 个 问题 , 我们 需要 一 些 有 关 Jacobson 根 的 性 质 . 这 里 我 们 不 
拟 也 不 可 能 较 详 细 地 阐述 这 种 根 的 理论 ， 因 为 这 应 是 一 本 环 论 书 
的 任务 (例如 见 N. Jacobson: Btructure of Rings,，QUQolloqguium 
Publications，XXXVIT(LL956) ， 第 一 章 ) .但 是 简单 叙述 它 的 
一 些 性 质 还 是 必要 的 、 在 810 中 我 们 曾 对 一 个 有 单位 元 的 环 忆 
定义 其 Jacobson 根 为 它 的 所 有 极 大 堪 理 想 之 交 ， 通 常 以 v (区 ) 来 
表示 ， 下 面 的 引 理 1 给 出 J ( 必 ) 的 最 基本 的 性 质 . 

引 理 1 (1) JV( 避 ) 是 革 的 一 个 双边 理想 ; 

(2) 若 zE73), 则 1 一 2 左右 可 逆 ( 其 左右 逆 元 当然 相等 ); 

(3) 若 5E 中 无 左 道 元 , 且 对 任何 86€ 半 , 1 一 Bw 均 有 左 北 元 ， 
则 zE. (8). 

证 (bb 设 z€EJv( 吕 )，BE 吕 ， 任 取 一 个 极 大 左 理想 4， 则 
入 /4 一 Bw 为 一 个 单纯 模 , 这 里 4 为 以 的 左 零 化 理想 .， 如果 Bu= 
0, 则 .BE4; 因而 xwBE 4， 如 果 4= Bw 下 0, 则 0 大 3w 也 是 一 个 单 
纯 模 , 让 B 为 » 的 左 零 化 理想 , 则 B 为 极 大 左 理 想 , 所 以 z€B, 于 
是 从 0=wmv=wBu 得 zBE A， 总 之 ,不 论 4 是 哪 一 个 极 大 左 理 想 ， 
总 必 有 58E 4， 所 以 wBEJ( 当 ,故人 的 ) 为 双边 理想 ， 
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(2) 如 果 工 -zz 没有 左 逆 元 , 则 左 理想 加 (1 一 vm) 关 由 ,由 2Zomr 
引 理 , 有 一 个 极 大 左 理 想 B 汪 (1 一 2%) 于 是 可 1 一 nw 都 属于 上 B， 
因此 1€B， 这 不 符合 要 求 ， 所 以 1 一 sz 有 左 道 元 ， 

假定 企 一 0 (一 2)=1, 则 w=wzw'w 一 wEy (38), 所 以 1 一 w 有 
左 闻 元 ， 如果 人 2) 一 2 一 二 则 右 乘 以 1 一 2 得 1 一 2 一 1 
ww。 于 是 1 一 vw 也 是 1 一 w 的 右 敢 元 ， 

故 1 一 w 双边 可 赣 . 

(3) 若 2 无 左 逆 元 ， 则 左 理 想 渤 w 关 员 . 任 取 一 个 极 大 左 理 想 
有 如 果 %E4, 则 光 w 十 4= 败 ， 于 是 有 Bzx+%=1、， 因 1-Bzw 有 
左 道 元 , 故 & 有 左 逆 元 ,因而 4= 叶 ， 这 不 合 条 件 。 所 以 对 任何 极 
大 左 理想 4, 恒 有 zE4, 故 wEv (3). 口 

注意 , 因 v/ (3) 是 双边 理想 , coEv 由) 时 ww8EJ (内 )、 故 2 无 
右 逆 元 , 而 且 工 -2Z8 双边 可 道 , 故 用 了 上 述 方法 可 得 , xz 必 属 于 任何 
极 大 右 理想 .由 这 种 左右 对 称 性 得 到 

推论 以 /7 避 ) 表 另 的 所 有 极 大 右 理 想 之 交 ， 则 v (由 ) 一 
J (中 )》，、， 换 言 之 , 左 Jacobson 根 与 右 Jacobson 根 重 合 . 

下 面 的 引 理 常 称 为 Nakayama 引 理 .， 可 

引 理 2 设 改 为 任意 的 环 ，J (3) 为 Jacobson 根 ， 4 为 好 上 
有 限 生 成 模 , 若 和) 4 一 4, 则 4 一 0 

证 本 引 理 是 定理 32 的 推广 ,证 法 也 完全 相同 . 口 

下 面 的 定理 回答 了 43. 了 蕊 何 时 取 等 式 的 问题 . 

定理 铝 ( 第 三 换 环 定理 ) 设 叶 为 左 AGO 环 ，zEJ( 针 为 中 
心 元 素 ， 且 不 为 零 因 子 ，4 是 有 限 生 成 的 六 - 模 ，wg 一 0 时 心 有 
4=0, 让 “一 如 /(o) 则 
‘PdygA/sA~Pdy A. | (13. 5) 

与 定理 42 相 比 较 , 这 里 加 了 三 个 条 件 ， 一 条 是 要 所 述 的 环 为 
左 AGO 环 , 第 二 是 % 在 此 环 的 Jacobson 根 内 第 三 是 4 为 有 限 生 
成 模 . 

证 设 waE4 在 自然 同 态 41a4 下 取 象 为 [61,; 则 当 妥 由 
{ai，co， …，am 生成 时 ,外 - 模 4/w4 由 {[@1]j，[aa]，…,:[@m]} 所 
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生成 . 
如 果 Pd 4/z4= co, 则 由 定理 4 和 2, Pd 4 也 必 为 co。 
现在 设 Pdw A /vwA=n< 过 oo0. 
假定 %=0. 设 4/wA4 在 作为 吕 - 模 时 , 为 定义 于 {51, pa 
bm} 上 的 自由 模 ， 在 和 4 中 取 ow, 使 [oy] 一 5B， 我 们 来 证 明 4 是 定 
义 于 {qm ma,…， 上 的 自由 模 . 
首先 ,让 O 为 由 {@1, 62,，…，Qm} 所 生成 的 并- 模 ， 它 当然 是 4 
的 子 模 ,而 且 0 十 wA4=4， 于 是 
A/O= (OFwA)/O=wA/rAMNO= 72A/O. (13 .6) 
因 wEv QU，(13.6) 说 明 J )4/O 一 4/O。 又 因 4 有 限 生成 ， 
故 4/O 有 限 生 成 , 所 以 由 引 理 2， 2 故 4=0, 4 由 {qi; 
Qa,，，…，Qm} 所 生成 . 
其 次 如 果 号 m0i 一 0, 则 号 mbi 一 0。， 设 在 自然 同 态 和 >/ (2) 
中 ，w 所 取 的 象 为 [gq]， 则 因 wb,=0 得 [fos]5,:=0. 但 4/w4 在 
{61，Bs,…，bm} 上 自由 , 故 [@] =0, 所 以 am Eq, 故 mw 一 aq， 于 
是 ， 从 之 aim: 一 0 得 waiqm 一 0. 因 ww 不 是 零 因 子 ， 可 消去 w， 得 
之 oom 一 0. 重复 上 述 论 证 ， 又 得 一 ww， 且 之 mm: 一 0。 如 时 
qm 天 0; 我 们 就 能 得 到 一 个 无 穷 序 列 
Os, O37 0 if WV, 
每 一 个 wy/e” 都 属于 所 ,昌都 不 为 0， 于 是 有 左 理想 的 升 链 
Nou EEA/ 2ENou/ oO (13.77 
我 们 肯定 s/sw 生 和 os， 不 然 的 话 , 必 有 a€EL 使 m/w=aos， 因而 
(1 一 wa)m 一 0 但 2z€70), 因而 waEJ7 G1)，1 一 wa 有 左 道 元 ， 
故 mw 一 0、 同样 , Mos/2? 关 ois/z*1* 于 是 (13. 门 给 出 一 个 左 理想 
的 无 穷 升 链 ， 但 所 是 左 ACU 环 , 这 不 可 能 、， 所 以 每 一 个 om 者 必 
定 为 0. 
所 以 , 在 之 oa 一 0 时 ， 所 有 的 om 都 是 0， 履 4 是 定义 于 {1, 
Co，…，Cm 上 上 的 自由 模 , 
现在 假定 4/z4 为 投射 出 - 模 , 要 证 4 为 投身 半 - 模 . 
为 此 , 取 一 个 短 正 合 列 


太一 ?下 一 >4， (18.8) 


其 中 五 为 自由 模 . 由 于 当 yE8 时， job > mW) +oh, 故 秋 

可 引出 了 /swF 到 4/z4 的 满 同 态 。 同 样 ， ”7 可 引 册 N/zN 到 

了 /wzF 的 单 同 态 , 所 以 由 (18.8) 可 得 (具体 作法 与 (13. 名 的 证 明 完 

全 相 辣 ) | | 

N/zN 一 /0 一 人 A/wA, (13 .9) 

这 里 了 /wm 是 自由 办 - 模 、 令 卫 = 4 中 W, 则 
B/sBe A/sADN /oN. 


由 于 /sd 为 投射 只- 模 ,，F/wF 二 A/x4A@N/rN, 故 B/xBe 
F/wF.， 但 因 了 了 /z8 是 自由 器 - 模 , 故 B/wB 为 目 由 由- 模 ， 由 于 
已 证 明了 ， 当 B/zB 为 有 限 生 成 的 自由 3- 错时 ， 也 也 是 目 由 ~ 
模 。 所 以 4 是 投射 必 - 模 . 

于 是 对 于 Pdy 4/w4 一 0 的 情况 ,等 式 (13.5) 得 证 . 

现 设 %>>0. 取 短 正 合 列 (13.8)， 其 中 了 是 投射 站 - 模 ,， 则 有 
(i8.9)， 其 中 了 /wz 了 是 目 由 另 - 模 如果 Pads 4/z4 一 >>0， 则 
Pds 六 /zy=mn-1， 因 好 也 是 左 AOO 环 , WV/wN 与 六 都 有 限 生 
成 , 故 由 归纳 法 的 假定 , Pdw 入 =n 一 1, 于 是 Pdx 4 一 nm， 和 定理 全 部 
应 用 第 一 ,第 二 ,第 三 这 三 条 换 环 定理 ,我 们 可 以 证 明 

定理 人 铬 设 针 为 左 AOU 环 , z 为 并 的 一 个 中 心 元 素 ， 属 于 
y (中 ) , 且 不 为 零 因子 , 光一 针 / (wz), 车 "8 Tn, 则 Lgd N= 
名 十 二 

证 ”由 第 一 换 环 定 理 ， Tegdgf>w 二 1 所 | 以 我 们 只 和 需 证 明 
Lgd nt+1. / 

任 取 一 个 循环 模 4 一 a 一 N/T， 了 为 六 的 一 个 左 理想 , 放 有 
限 生成 、 假 定 Pdy 4 =m, 我 们 要 证 只 <m 十 1 

若 % 一 0, 当然 有 mn 十 1. z 

设 mr>>0, 则 PdgIT=m 一 1， 由 定理 43, pdu I ~ Pds 1 /oI<n, 
故 m<nm 十 1， 因 4 是 任意 的 ， 由 定理 6; Lgd&<9% 二 1， 甩 

. 35 、 


以 下 我 们 假定 时 是 一 个 可 交换 的 AOO 环 ， 我 们 将 用 局 部 化 
的 理论 来 求 所 的 总 体 维 数 。 集合 8 的 意义 见 81t， 注意 ， 当 4 
与 都 是 并 模 时 ,a(a@@) 一 a4@5~o@ob, 故 4 加 B 是 一 个 
和 - 模 . / 
引 理 8 有 同 构 | : | 
: g: SG (4 ®B)—> S14@®81B, (13.10) 
且 对 和 《与 BB 均 自然 . 
证 ”由 定义 ， 
S14 @ SB- (SA® A) ® (SAOB) 
兰 (SN ® BA) CY AC B). 
由 $ 10 引 理 3, SGOS -如 一 8-90 故 得 (13.10)， 
车 有 a 4->4', 8. B->B', 则 因 S- 贡 是 平坦 中 - 模 , 有 交换 图 


SIA® (ADB) 一 > Ss-! AWS-1B 
| (18 .11) 


SS 四 (4 OB) -一 一 一 -> SS 


这 说 明了 9 的 自然 性 ， 口 
引 理 4 当 n>>0 时 , 恒 有 | 
S-iTorx (A, B) Tore-a (8-1A, S-18). (18.12) 
证 取 1Ps，ow} 为 如 的 投射 分 解 ， 则 把 了。， 8 C9 ow 上} 为 
S-1B 的 投射 分 解 , 这 里 的 s 指 8-335 的 便 等 自 同 构 . 由 引 理 8 及 
9 的 目 然 性 ,可 得 复 形 同 构 
S-% (A P)—>8-+4@87P. (13.18) 


左 方 的 同调 模 (注意 -ig 的 平坦 性 ) 是 
HY(S-1 (AQ P) SS Tor (A, B) 
-=S-!Tor» (A, B); 
右 方 的 回调 模 是 


万 LS-14G 8S-1P) 一 Tors (8- 14， et 
由 复 形 映射 的 同 构 性 得 到 (13 .12). 口 : 
引 理 阁 针 是 AOO 环 , 则 S73 并 也 是 AOC 环 .， 
”证 任 取 8-3[ 的 一 个 理想 , 设 fw/S:，XE 人 为 互 的 -- 
个 生成 系 ， 因 为 “在 8S- 二 中 是 可 逆 元 素 ,所 以 {os/1} 也 是 的 
生成 系 ， 让 4 为 并 中 的 理想 ,由 {ores} 生成 , 则 因 并 是 AOO 环 ， 
4 可 由 {a1 0m,，…，, ow} 生成 . 取 环 同 态 
0: HM —> SY, 
| oF>a/1, 
则 当 ww. 一 之 au os 时 ， 
oa/1=0(0%)=20 0)0 0) 一 之 0 /ouw/ 1 
所 以 4 由 {oa/1 as/1，…, om/1} 生成 . 口 
最 后 我 们 证 明 
定理 鲍 设 寻 为 可 交换 的 AOG 环 ， 对 于 极 大 理想 卫 ， 取 有 8 
为 卫 在 外 中 的 余 集 ,S= 中 -PP, 并 以 9fs 表示 2- 地, 则 
Gd = gup Mp. (13 .14) 


证 定理 36 已 经 给 出 不 等 式 Gdaf>sap Gd Ys, 所 以 我 们 只 
需 证 明 Gd <supGdp 就 行 了 ， 再 因 六 与 Mp 都 是 AUU 环 ， 
Gd 一 Wd 多 ,所 以 我 们 只 需 证 明 Wa Mi<sup Wa fz. 


假定 对 于 任何 了 ,和 乙 有 只 d 寺 <m， 则 由 引 理 4 
| Tori (4, B)Tor¥r(S-14, S$-1B) =0, 
这 里 4 与 如 是 任意 的 交 - 模 ,S 4 与 $B 当然 都 是 Mp- 模 . 所 
以 Ga 一 Wd 拷 <n， 定 理 得 证 . 


$ 14 ”Hilbert 其 定理 - 


”Hilbert 基 定 理 在 数论 , 多 项 式 论 以 及 代数 岂 何 学 中 地 有 重 
要 的 应 用 . 我们 将 从 模 论 的 角度 来 考虑 这 条 定理 ， 用 以 移 造 性 地 
证 明 , AOV 环 可 以 任何 非 负 整 数 为 其 总 体 维 数 ， 


+ 856 ， 


设 多 为 一 个 环 ,M 为 一 个 名- 模 ， 我 们 曾 在 $4 中 定义 了 多 区 
式 环 攻 [z] 与 多 项 式 模 M [zj], 后 者 是 一 个 另 [z]- 模 . 

我 们 要 证 明 

定理 和 如 果 玉 是 一 个 左 AOGG 外 - 模 ( 就 是 左 Nother 好 -~ 
模 ) , 则 妈 [中 是 一 个 左 AQCO 外 [o]-- 模 、 

为 了 证 明 本 定理 ， 当 0O 为 用 [w] 的 任 一 子 模 时 ， 我 们 定义 
LO0)=={cEMWH| 有 fz)=a6 十 Qi8 十 … 十 @n_i0" 1 十 0w"EO}, 这 里 
的 6c 可 以 是 0, 并 不 要 求 它 是 f(w) 的 首 项 系数 (但 f(z) 的 次 数 要 
<n). 因此 芽 ,《O) 是 履 的 一 个 子 模 ， 而 且 工 。 (0) ELnral0). / 

我 们 先 证 | 

引 理 知 4 与 召 都 是 4 [oj 的 子 模 ，4CB， 并 生 对 于 任何 
so=0, 1, 2, …, 恒 有 了 (4) 一 L.(B), 则 4=B. | 

证 若 4 头 呈 , 必 有 

f 8)=a0tost to 0 lt EB, 
但 f(z) E4. 设 在 属于 如 但 不 属 4 的 多 项 式 中 ，f(w) 的 次 数 最 
低 , 这 里 假定 Qn 交 0， 由 于 Lo(4) 一 Lo(B), 4 与 B 中 的 ， 0 次 多 项 
式 的 集合 是 重合 的 ,所 以 w>0. 

因为 上 ,(4)==L,(B), 所 以 4 中 有 一 个 多 项 式 
| g (%) = Oo 十 8 十 十 百 op 二 CPP 
但 这 时 f(w) 一 g(%) 属 于 B 不 能 属于 4, 其 次 数 小 于 mw。 了 矛盾 ， 口 

现在 证 明定 理 46. 本 四 


任 取 MM [wj 的 子 模 的 一 个 升 链 


MCMCBEECMC, “(14.1) 
则 得 双向 的 升 链 | 
: MD) E Ph EN SEE--- 
IN / NM | 
cM) GG CM2) 安 Li (M3) -与 
| 和 (14.2) 


DM) GG LM) EG BM) 把 
IN mn nN 


| 者 
和 站 
有 条 


由 于 每 一 个 世 () 都 是 型 的 子 模 , 故 对 每 一 个 5 一 0, 1, 2…， 有 
ny 使 


Li(M ni) 1 (M net1) = (M nsta) yg (14.8) 
又 从 L, (Mi) CLM;) SLs (Mg) 二 
知 , 有 9g, 使 : 
La (My) = Lari (Mars) 0 (14.4) 
令 n=max(g, ni, Na, ***, Wg), 


则 对 任何 wp 二 0, 1, 2, …, 恒 有 上 yp (MM，) 一 op) 一 …。 由 引 理 ， 
以 ,一 Mii 一 必 wya 一 …, 所 以 升 链 (14.1) 有 极 大 元 素 以,, 故 民 [w] 
满足 升 链 条 件 。 口 : / 

下 列 定理 是 定理 46 的 一 个 非常 重要 的 推论 

定理 多 (Hilbert 基 定 理 ) 若 外 是 左 A00 环 ， 则 抽 上 nn 
元 多 项 式 环 站 [wy wa, …', zw] 也 是 左 AQCUQ 环 、 

证 只 需 对 ”一 工 的 情况 证 明 本 定理 就 行 了 ， 在 ”>1 的 情况 
可 以 用 简单 的 归纳 法 来 完成 . 

让 定理 和 6 中 的 攻 一 到 一 多 ， 因 红 [w] 本 身 是 一 个 左 站 [2] 一 模 ， 
故 由 定理 46， 针 [z] 是 一 个 ACO 模 。 由 于 和 时 [四 的 子 模 束 是 它 的 
左 理想 ,所 以 , 拷 [wj 的 左 理想 满足 极 大 条 件 . 口 。 

于 是 域 下 上 的 % 元 多 项 式 环 [my, za, …，zn] 是 一 个 AOO 
环 . 我 们 由 合 冲 定理 (§ 4 定理 10 的 推论 到 已 经 知道 Gd 到 [on 
6a，…， Orj 一 nm， AQO 环 的 总 体 维 数 也 可 以 是 eo, 见 8$84 中 的 例 
于 . 
尘 单纯 环 (8$ 6) 也 是 一 个 AQO 环 ， 因 此 半 单 纯 环 上 的 mw 元 多 
项 式 环 是 一 个 AUC 环 , 且 有 总 体 维 数 等 于 ww。 

为 了 证 明 半 单纯 环 是 一 个 AOO 环 ,我 们 回忆 , 若 外 是 半 单纯 
环 ， 则 它 的 任 一 左 理想 必 既 是 一 个 内 射 模 ， 又 时 一 个 投射 模 . 因 
此 ,车 4 与 BB 为 两 个 左 理 想 , 且 4CB, 则 BB 一 4@B/4. 这 里 
B/4 也 是 半 的 左 理 想 ， 于 是 , 若 

IEC .49CE4sC…C4SG GE | (14.5) 
为 左 理想 的 升 链 , 让 4 一 U 4,, 则 有 左 理想 的 降 链 . 


* 258 。 


AA/4DA/AsDA/AD (14.6) 
如 果 (14.5) 是 一 个 严格 的 升 链 ( 每 一 个 “E “都 是 “C ) 且 长 度 无 
穷 , 则 (14. 6) 是 一 个 严格 降 链 ， 其 长 度 也 无 穷 . 这 不 可 能 ， 因为 六 
满足 降 链 条 件 , 见 8 6. 
其 实 ,任何 满足 降 链条 件 的 环 也 必 满 足 升 链条 件 . 不 过 ,我 们 
不 拟 证 明 这 条 定理 , 因为 它 与 本 书 的 关系 不 大 , 有 兴趣 的 读者 可 以 
参看 Anderson 与 Fuller 合 写 的 书 . Rings and Vatogorios of 
Modules, 第 41472 页 
。 基 定 理 可 以 推广 到 第 级 数 环 上 ， 设 时 为 任意 的 一 个 环 ，o 为 
一 个 符号 ,用 无 穷 和 的 形式 来 表达 的 式 子 
f(®) 王 ao 十 ol 十 aac2 十 ,十 opt 十， on EU, (14.7) 
称 为 六 上 一 元 的 震级 数 ， 它 仅仅 是 一 个 形式 (没有 收敛 发 散 的 
问题 ) , 因此 又 称 为 形式 短 级 数 。 两 个 短 级 数 的 加 法 与 乘法 都 按照 
传统 的 办 法 来 定义 ， 因 此 ,外 上 一 元 z 的 所 有 颖 级 数组 成 一 个 环 ， 
称 为 中 上 一 元 z 的 寡 级 数 环 , 常 记 成 并 [[ 四 j. 
我 们 有 
定理 锡 车 外 是 左 ACO 环 , 则 r[[2]] 也 是 左 ACO 环 . : 
证 设 工 为 %[[o]] 的 任何 一 个 左 理想 我 们 要 证 明 工 有 限 
当 % 一 0, 1,，2，…, 时 ,让 了 工 .为 由 工 中 的 
fr) 一 an 十 oil0p 十 


所 组 成 的 集合 ， 换 言 之 ,fo) = 可 ov'EI,， 当 且 仅 当 f(%) EJ 
而 且 oo 一 … 一 on-1~0， 这 里 的 os 可 以 为 0 也 可 0、 再 让 
4.- 忆 Earl 有 Ja) = 己 woez 于 是 ,4 是 中 的 一 个 左 理 
起 ,而 且 
LoC4G 4 EC4.E， (14.8) 
因为 中 是 一 个 左 AGO 环 , 有 ms 便 
An— Anti~ Amta— 


当 je<m 时 , 设 4 由 {of，og2，…，og} 所 生成 ，af2 E 和 多 ,并 取 
gH(w) aj?w 十 …ET4. 我 们 要 证 明 , 这 些 g1(@) (一 共有 总 h<o6 
个 ) 将 生成 理想 工 
任 取 (2%) 一 aw: 十 ET 若 a= Be, 则 
f (2%) — BI GD) ET 
因此 , 当 fEIIUIsU-…UInm_1i 时 ,有 BPE, 使 
f (0) — $15 8890 CD EI (14.9) 
改写 g 吕 ，…， gl"m 为 加， 加，…， 四, (这 只 不 过 是 为 了 方便 ,以免 
多 写 一 些 肩 码 ,没有 旁 的 目的 ), 则 I。 中 的 任 一 个 8(w) 必 有 
$ (%) -SyPh EInts 7P EU, (14.10) 
任 取 由 人 一 ao 十 En 则 因 4 故 xc 一双 rpad)， 
因而 冰 (w) 一 之 他 2p; CC) ET， 又 对 
DJ ETmta, PD) — rv PI) ETmrs, ,| 
依 此 类 推 ， 因 此 ,对 任何 s, 当 f(w) EI 时 ,有 


f (0) — EA @) (Drpe) $e) ETosn 
(14.11) 
让 * 无 限 增 大 ,注意 到 站 一 {0}, 让 由 (w) - a Ex [Lo]], 
网 
9- 如 po + 


所 以 全 体 gg (o) ,5 一 0 1 …， mj 一 1，2,，… ， 如 将 生成 了 即 , 工 
有 限 生 成 ， 所 以 站 [Fojj 是 左 AGOGO 环 ， 定 理 得 证 . 
定义 针 [[wi, va, …, wn] ] = AT [ei wn] [ra] , 则 有 
推论 车 邱 为 左 AOQOC 环 , 则 并 [ws 人 
证 对 % 归纳 ， 口 | - 


$§15 局 部 环 


定义 17 ” 左 理想 满足 升 链条 件 的 拟 局 部 环 叫做 左 属 部 环 , 网 
样 有 右 局 部 环 及 可 交换 的 局 部 环 ， 一 般 所 谓 局 部 环 就 是 指 可 交换 
”的 局 部 环 . 

局 部 环 的 理论 不 仅 在 代数 几何 中 有 其 重要 的 应 用 ， 即 在 环 论 
本 身 也 是 一 个 主要 的 研究 对 象 和 工具 ， 例 如 定理 伍 , 一 个 可 交换 
的 AOO 环 的 总 体 维 数 可 以 通过 局 部 环 的 总 体 维 数 来 表达 . 

我 们 举 两 个 重要 的 例子 ， 

例 1 如 果 外 是 左 局 部 环 , 则 震级 数 环 %[[z，za，…，g]] 
也 是 左 局 部 环 . 加 

事实 上 , 由 定理 48， 当 外 是 左 AOC 环 时 , [m4 …, go]] 也 
必 是 左 AOO 环 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 外 [[wy，…，%w]] 是 一 个 所 局 
部 环 ， 

设 w=i.， 任 取 f(%w) Eafe]], 则 fg mg(o), 9 (DE 
9f[[o]， 如 果 a 是 由 中 的 可 递 元， 我 们 可 以 用 待定 系数 法 来 求 
一 个 有 =a 1 二 wgi(w) ,使 ffh~l. 设 g(%) 一 Bo+Biw+B 十 …， 
让 ga Co) 一 yo 十 712 十 …, 7 待定 , 则 从 方程 组 
| : oyotBoor m0, 

oy1t+ Boyot Bia™ =0, 
oa 十 Boy 十 Biyo 二 ao 一 0， 


[大 站 


归 遇 和 


可 逐次 求 出 yo yu yw …， 所 以 ， 当 了 -atag (0) 而 8 为 时 中 可 
逆 元 时 ， 7 是 可 授 元 (当然 在 1 时 ， 也 有 右 f 一 了 D; 面 当 不 
可 逆 时 ,了 也 肯定 不 可 着 。 由 于 中 是 左 局 部 环 ,% 的 极 大 理想 设 为 
J, 则 J 士 of[[ 四 ] 为 中 [[o]] 的 唯一 极 大 理想 ， 所 以 5[[] 虹 在 
懂 部 环 . 


- , 站 ， 去 
人 让 


在 ">1 时 ,可 用 归纳 法 ， 

例 2 假定 [是 一 个 整 环 ,并且 对 任 洛 的 两 个 元 素 a 与 B, 或 
省 a 可 除 得 尽 B( 意 即 , 有 YE 外 , 使 B 一 my), 或 者 B 可 除 得 尽 om 
二 者 必 居 其 一 ， 则 外 叫做 一 个 赋值 环 ， 在 赋值 环 中 ， 若 a 与 B 
均 不 可 道 ， 则 a 十 6 也 不 可 逆 ， 事实 上 , 车 B=ay, 则 a+B 一 
oll 二 7). 车 we 十 B 可 道 , 则 wx 也 必然 可 道 。 因此 , 所 有 的 不 可 北 
元 组 成 % 的 一 个 极 大 理想 , 所 以 , 赋值 环 是 拟 局 部 环 ， 如 果 这 时 
它 又 有 升 链条 件 (这 时 也 称 工 阶 赋值 环 ) , 则 为 局 部 环 . 

以 下 如 不 特别 声明 ,中 总 表示 一 个 左 局 部 环 ,v 为 其 唯一 的 极 
大 左 理 想 , 因而 也 是 唯一 的 极 大 右 理 想 , 实际 上 是 唯一 的 极 大 双边 
理想 ， 剩余 类 环 /J 是 一 个 可 除 环 DD, 而 wsEv 当 具 仅 当 w 不 可 
逆 ， 再 者 ,J 也 是 时 的 Jaoobson 根 ， 因此 ， 对 于 有 限 生 成 的 模 4, 
车 JA=A, 则 Aw0. 

首先 有 

定理 得 车 有 0 关 cE 抽 ， 使 < “~0, 出 或 A 为 可 除 环 ( 这 时 
J =0), 或 Lgd 一 oc. 

”证 任 取 和 为 一 个 有 限 生成 的 左 名 - 模 ,我 们 来 证 明 , 或 者 4 
是 一 个 自由 模 (提醒 一 下 ， 拟 局 部 环 上 任何 可 数 生成 的 投射 模 一 定 
自由 , 见 定理 31) ,或 者 Pd4= ce. 

首先 , Pd 4%1， 否 则 ,车 Pd4 一 1, 取 (了 ， 由 为 有 的 投射 盖 ， 
” 则 一 Kerw 为 自由 模 且 GJYF (定理 38). 于 是 aNGoJP=0，, 

即 , aN 一 0, 这 不 可 能 , 因 六 是 自由 模 。 

其 次 ， 我 们 证 明 ， 了 Pdq4 也 不 能 是 任何 一 个 大 于 工 的 自然 数 ， 
假定 1<Pd4=%<co， 任 取 44 的 一 个 投射 分 解 {P。。dj， 风 
PdJm ai 一 +。 由 于 中 是 左 AOO 环 ， 所 有 的 三 ,都 可 选 成 有 限 生 
成 的 ,而 有 限 生成 模 的 子 模 也 必 有 限 生成 , 故 Im &-: 有 限 生成 . 上 
大 已 经 汗 明 ， 这 样 的 模 不 能 以 工 为 其 投射 维 数 ， | 

“因此, 只 有 两 种 可 能 , PA A 一 0, 或 Pd 4 oo. 如果 每 一 个 有 
明生 成 模 宕 以 0 为 其 投射 维 数 ， 则 对 每 一 个 循环 模 站 ， 必 有 
Pd M 0。 由 定义 及 定理 6，L&8d 外 一 0， 外 为 半 单 纯 环 ， 但 已 知 

。 S862。 


外 为 左 局 部 环 ,这 具有 在 并 为 可 除 环 时 才 有 可 能 . 

如 果 有 一 个 4, 使 Pd 4=co, 则 Lgd 叶 一 co， 口 : 

剩余 类 环 D= 半 /J 当然 可 以 看 成 为 一 个 左 区 - 异 ， 因 此 我 们 
可 以 指望 在 求 守 的 总 体 维 数 时 , 这 个 DD 将 能 起 些 作 用 .诚然 , 见 

引 理 1 车 4 是 一 个 有 限 生成 的 -楼 ,而且 Homw(4，D) 
=0, 则 4=0 

证 设 4x0 证 JA# 4, 因 而 4/JA*0. 从 正 合 列 
得 0 -一 -> .4 一 一 4 一 一 4/7J4 一 ”0， 

0 -一 > Homst (A/JA, D)——> Homa (A, DD)=0, 

故 Homw(4/J4， D) ~0. 但 4/J4 为 DI 上 的 线性 空间 ， 故 


A/JA=®D, 所 以 


Homa (A/J4, D) > Homst (BD, D) 
一 人 中 Homsr (D, D), 
它 显 然 不 能 等 于 0.， 口 ] 
本 引 理 没有 用 到 升 链条 件 ， 所 以 对 于 对 是 拟 局 部 环 的 情 况 ， 
本 引 理 是 已 被 证 明了 的 . 
引 理 2 4 有 限 生 成 , 则 4 自由 当 且 仅 当 


| Ex 坊 (4, D) =0. | (15.1) 

证 “必要 性 是 明显 的 ,因为 4 自由 ,当然 投射 , 故 
Rxts (A, D) 一 0. 

反 过 来 , 设 Extt(4, D) m0.， 取 4 的 投射 盖 (F， 中， 


| No—— 3 PFP——»A, (15.2) 
则 EJF, 于 是 由 (15.1) 有 正 合 列 : 


Homsi (A, D)»> Hom(F, D) 了 Hom(N, D) 
(15 .8) 
(长 正 合 列 定理 ). 取 太 > 一 JF—»F 均 为 谨 入 映射 则 了 可 分 
解 成 
Hcem (有 太一 > Hom (万 ， 有 一 > Hom (入 ， Dy / 
z : (15.4) 
. 0 ， 


这 里 当 $EHom (FF， 记 时 ,oo ($9) 一 pF9»， 任 取 a€J，wEFR, 
pn(ar) 一 上 oo) (等 号 左边 的 az 是 JE 中 的 元 素 , 右边 的 owv 是 了 
中 的 元 素 ) ， 而 PEHom(F，D)， 故 由 (oar) =ag (zm).， 因 a€v， 
EF, pr) ED 而 /了 =0, 所 以 ago 一 0 故 pm=0, 再 因 $ 任 
意 ,o 一 0. 于 十 f=To 一 0， 代 入 (15.3), 得 Hom(N, D)==0. 因 
N 有 限 生 成 ， 由 引 理 1， 和 一 0。 再 由 (15.2)， 丸 关 4，4 是 自由 
模 ， 口 
推论 4 有 限 生成 , 则 4 为 投射 模 ( 因 而 是 自由 模 ) 的 充 要 条 
件 是 对 任何 以 4 为 第 三 项 的 短 正 合 列 
-4.4 一 >》 4， 
必 有 短 正 合 列 
Homs (A, D),——» Hom(4d’, D\—» Hom (4”, D). 
事实 上 ,其 充 要 条 件 是 Bxt (4, D) 一 0， 口 
我 们 现在 证 明 
定理 50 LegdN=IdyD. 
这 里 D= 针 /J 看 成 左 并 - 模 ,而 IdD 是 其 内 射 维 数 . 
证 ”由 和 定理 5，Iqw D<Legd 对 . 
现在 设 Idx Dn， 要 证 Legd9[< 和 
在 n=0 时 ,也 为 内 射 中 - 模 ,因而 Ex 馈 (4, D) =0, 这 里 4 为 
任何 循环 模 ( 因 而 有 限 生 成 )， 下 由 | 理 2， 和 4 是 投射 模 ， 所 以 
Led =0. 
设 w>0， 取 也 的 一 个 内 射 分 解 为 
0 >D_ > > 本 一 一 一 人 一 0， 
(15.5) 
再 对 循环 模 4 取 其 投身 分解 
‘> P,——> P11——y> —>Po——»A, (15.6) 
这 里 的 所 有 P, 都 有 限 生成 ( 因 中 是 左 ACO 环 )， 让 4, 一 Im oh 
则 : : : 
Exts (A,, D) Exty'’ (4, D) Ex (4, B"), 
* Bhd , 


因 万 " 为 内 射 模 , Ext#(4，B") =0， 故 下 xz 证 (4,，D) 一 0， 4, 是 
P,_1 的 子 模 , 当然 有 限 生 成 ， 故 由 引 理 2 2，4。 为 投射 模 , Pd 4 <n. 

因此 Lgd 半 <w， 口 / 

可 交换 的 局 部 环 还 有 -_ 些 进一步 的 性 质 以 下 , 我 们 设 站 为 
一 个 可 交换 的 局 部 环 , 其 极 大 理想 为 J, 而 司 = 半 /J 为 一 个 域 , 它 
当然 也 是 一 个 站 - 模 . 

引 理 3 车 4 是 有 限 生成 的 站 - 模 ; 则 Pd A<n 当 且 仅 当 

Tora (4d, D)=0. 

证 ”必要 性 是 当然 的 ， 因 为 既 有 Pd 4<m， 当 然 有 Ha A<n,， 
故 对 任何 B, 必 有 .Torx (4， 吾 ) 一 0. 

充分 性 ”对 nw 归纳 . 

设 n=0， 取 4 的 投射 羔 (F, ww), 这 时 和 N=KernCJF， 因 
Tori(4, D) 一 0 故 有 短 正 合 列 


NOD LS FOD—» AWD. (15.7) 


我 们 先 证 明 mCOs 一 0.， 为 此 , 设 了 为 定义 于 {zi …，zm} 上 
的 自由 模 , 则 当 oEN 时 , 因 和 WCEJF, 故 co=rwmw, yiEJ， 于 是 ， 
对 任何 4€ED， 

(nn g) (¢ 包 0) 一 (n 0 8) (ZY OA) 
=Fy7m@d Try IEF HD. 
因 JD~0， 故 yd 一 0， 再 由 c 与 4 的 任意 性 ， 知 ?7@s=-0， 即 
NODP=0. / 

由 于 NOD=N@A/JN/JN (BOEN, a€EA, yEJ 时 ， 
0@(at+)~a0+yO@D, 故 从 N@D=0 得 N=JN. 但 了 为 
: sf 的 Jaoobson 根 A 有限 生成 ,所 以 入 =0. 于 是 了 ~ 4 而 4 为 
日 由 模 ， Pd .4 一 0 

设 %>0, 而 {P。 do} 为 4 的 一 个 投射 分 解 , 则 

0=Tor,ri(A, D) = Tori(Imd,, D). 
于 是 ,由 已 证 明 的 结果 Imd， 为 自由 模 , 故 Pd 4 和 mn， 口 

由 此 即 得 


定理 天 Ga 外 <n 当月 仅 当 Tor%1(D, D) 一 0 / 

证 必要 性” 从 Gd <w 得 Wd& <n， 因而 对 任何 两 个 A 模 
4 与 B, 都 月 Torwi(4, B) 一 0. 

:充分 性 ”由 引 理 383, 因 DD 是 一 个 循环 sf_ 模 (由 1 十 生成 )， 
故 Pdw D<n， 因 而 Fd D<n.、 所 以 对 任何 有 限 生成 的 4 (特别 是 
循环 模 4), 必 有 Tors+i\4, D) 一 0. 丹 白 引 再 5， PdA<n, 由 :4 
的 任意 性 知 Gd 区 委 mw。 口 

由 此 即 得 推论 

推论 Gda= Pdqy 了 D 

附注 最 重要 的 一 类 (可 交 换 的 ) 局 部 环 是 所 请 正则 局 部 环 ， 
我 们 将 在 附录 1 中 对 这 类 局 部 环 作 较 详细 的 论述 . 


9 16 拟 上 robenius 环 


我 们 将 先 考虑 AGO 环 上 的 模 及 其 对 偶 模 , 由 此 来 引出 另 一 类 
的 环 ， 称 为 拟 Frobenius 环 , 简称 QF 环 . 本 节 中 的 时 首先 是 一 
个 双边 ( 既 左 又 右 ) 的 AGO 环 ， 所 有 给 定 的 模 都 有 限 生 成 (如 不 特 
别 申明 ) ， 其 左右 性 按 具体 情况 , 例如 车 4 是 左 江 模 ， 则 4? 一 
Homsr(4，20 是 右 中 - 模 ， 关 于 自 反 与 半 自 反 性 均 见 第 二 章 $ 12. 

因此 , 投射 模 均 自 反 ( 第 二 章 812 定理 34 的 推论 1)， 易 知 投 
射 模 的 对 偶 模 也 必 投 射 且 有 限 生成 , 因而 自 反 . 再 者 , 车 4 为 任 
一 有 限 生 成 的 中 - 模 ， 取 有 限 生成 的 投射 模 P， 使 有 满 同 态 x 
P- 一 > 4, 则 有 单 同 态 w*，4' 一 > P'， 由 于 了 Pr 有 限 生成 , 4* 为 
其 子 模 , 故 也 必 有 限 生成 . 

首先 有 

引 理 1 左 路 模 O 是 半 自 反 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 有 有 限 基 
底 的 自由 模 之 子 模 . 

证 因 0 有限 生 成 , 故 O" 有 限 生 成 。 取 闷 为 有 限 生 成 的 自 
由 模 , 使 有 满 同 态 
ww: FH»0, 


于 是 有 单 同 态 0O”> 一 六 因 了 为 自由 模 , 玉 " 也 自由 , 拓 有 限 生 
成 , 并 因 -是 ACO 环 , 0” 可 以 认为 是 五" 的 子 模 , 故 有 限 生成 . 
再 者 ,O 是 半 自 反 模 , jo: 0 一 -> 0” 是 单 同 态 (的 定义 见 第 二 章 
$ 12), 故 O 是 8" 的 子 模 . 

反 过 来 , 车 0 是 自由 了 的 子 模 , 而 五 有 限 生成 , 则 由 第 二 章 
8 12 的 定理 34 与 88, O 为 半 自 反 模 . 口 

引 理 2 设 4 为 一 个 半 自 反 左 中 - 模 ， 则 有 一 个 半 自 反 右 汇 
模 B, 与 投射 左 中- 模 了 ,使 有 下 列 的 四 个 短 正 合 列 : : 


A",——» P*—-» B, (16 .1) 
BP—»Ah, - (16 .2) 
A A*—» Exti(B, A), (16 .8) 
BB" » Exti(4, A). (16.4) 


证 ” 取 一 个 投射 模 卫 ,使 有 
则 有 MP—» 4, 
/ 4 Po ">M’. 
让 B~=Imw。 因 辟 * 半 自 反 (第 二 章 $ 12 推 论 2)， B 为 其 子 模 ， 
故 妃 半 自 反 (第 二 章 8$ 12 定理 88). 因 王 有 限 生 成 ， 外 为 ACO 
环 ， 故 M 有 限 生成 ， 因而 履 " 有 限 生成 . 所 以 娃 有 限 生成 于 是 
得 (16.1). 
对 446 .已 取 对 偶 ， 得 左 正 合 列 


也" > 一 一 Pr 二 ~ A™. z (16. 5) 
考虑 交换 图 
po [aa 加 本 (16 .6) 
F ™™ 所 A**. 1 


pp 是 同 构 (了 是 自 反 模 ) ,14 是 单 同 态 (4 是 半 自 反 模 ), 放 JIm pox 
1 2 , 


让 1 .nD 


Pp"*”* -一 一 > 1 如 下 


这 里 pw4(o) 一 ga， 于 是 从 交换 图 


B" -一 一 3 p** > 了 了 
性 | | (16.8) 


rr “5; pF 


得 到 (16.2) (3z 与 ws 都 是 同 构 ). 
由 (16.1) , 因 P" 是 投射 模 , 得 


0 一 一 > Homa (B, WW) 一 > Hom(P*， 0 一 > Hort(4" A) 
—> Ext:(B, 3) 一 Exti (P”, 由) =0. (16.9) 

按 定 义 ， Hom (B， A) = B*, Hom (P*, a) = Pp" Hom (A*, ¥) = 
4A“，(16.9) 的 第 一 行 就 是 (16. 申 ,而 Im ms 4. 于 是 , 换 Imm” 
为 4, 得 | 
A A”. » Exti(B, AH), 
这 就 征 (16.3) ，(16.4) 的 证 明 是 相向 的 . 口 z 

注意 , 引 理 中 的 左右 是 对 称 的 , 由 4 可 求 到 B, 虞 省 中 模 马 
”也 可 求 到 4. 换言之 , 引 理 2 中 的 左右 可 以 互 换 . (再 提醒 一 下 
A [ 是 双边 AOO 环 ,) 

“市 此 可 得 

定理 只 ”对 于 一 个 双边 AGO 环 中 下 列 的 三 句 话 等 价 ， 

(1) 所 有 有 限 生成 的 半 自 反 左 %- 模 都 自 反 ; 
“ “(3) 对 修 何 有 限 生 成 的 半 自 反 右 外 - 模 B; 都 有 总 kt (有 加) 

: 08 : / 


0, 这 里 由 看 成 右 %- 模 
(3) 把 中 本 身 看 成 右 中 - 模 ， 则 有 内 射 维 数 IdA<1. 
定理 中 的 左右 当然 可 以 互 换 . 
证 (1)=3>(2) 任 取 一 个 半 自 反 右 针 模 B, 则 有 4 使 有 
(16.89) ,于 是 Exti(B, 9) =0 当 且 仅 当 Ms 是 同 构 ， 
(2 一 (3) 首先 把 江 嵌 入 到 一 个 内 射 模 如 中 ,得 正 合 列 
A 3H» (16.10) 
任 取 一 个 有 限 生成 模 了 K, 我 们 要 证 明 Extr CM, Q@) =0， 为 此 , 取 
一 个 有 限 生成 的 自由 模 ,使 有 
Bb ,+ n> MM 
这 里 是 也 的 子 模 ， 由 引 理 1，B 是 半 自 反 模 。， 又 因 B 有 限 生 
成 , 由 记 给 条 件 , Exti(B, 3) =0.， 
于 是 有 两 个 右 正 合 列 ( 注 意 , Exti(F, Q@) =0) 
Hom(B, 本 一 一 Hom(B, Q@)—» Ext!(B, A) =0, 


Hom(F, Q)—> Hom(B, Q)—» Ext!(M, Q), 
而 是 满 同 态 ， 要 证 9 也 是 满 同 态 ， 为 此 , 任 取 cE€Hom(B, Q@)， 
则 有 TzEHom(B， 恕 ), 使 0o=f(z) wz、 因 召 是 内 射 模 ， 有 
p$E Hom(F, BB), 人 使 $=7. 让 bmp EHom(F, Q), 则 
g (= bm =rpm tt 0. | 
于 是 , 因 9 是 满 同 态 , Ext*(M, Q@)==0. | 
现在 证 明 Q 是 一 个 内 射 模 . 为 此 ， 任 取 为 中 的 一 个 右 理 
想 , 则 My 是 一 个 循环 模 , 当然 有 限 生成 , 因此 ExtiGt/7，9) = 
0， 由 正 合 殉 
得 J) UyA/T 
Hom (¥, 人 一 -> Hom(J, ®) 
是 一 个 满 同 态 ， 由 Baer 判别 法 知 Q 是 内 射 模 . 
”于 是 (16.10) 是 久 的 内 射 分 解 , 帮 Id3<1 
(3) 二 >(1) 取 时 的 一 个 内 射 分 解 为 4146.10).“ 任 取 一 个 4 为 
+ P09 ， 


有 限 生 成 的 半 自 反 左 中 - 模 . 由 引 理 2, 有 B, 使 有 (16.3).， 因 荆 
半 自 反 , 有 限 生 成 , 故 由 引 理 1, 它 可 杠 入 得 一 个 有 限 生成 的 自由 
模 万 中 ,于 是 有 

Bo—— FF—-»y F/B=M 


因 Q@ 内 射 , 故 Extti (HM，Q) =0。， 用 与 上 面 完全 相同 的 方法 , 可 以 
证 明 ， 在 Ext (及 ，Q) =0 时， 也 必 有 ExttC(B，) 一 0， 代入 
(16.8), wz 为 同 构 ， 口 

现在 我 们 证 明 

定理 和 8 ”对 于 双边 AGO 环 , 下列 的 两 句 话 等 价 . 

(1) 外 本身 既 是 左 内 射 中 - 模 , 又 是 右 内 射 %- 模 

(2) 所 有 有 限 生成 的 左 , 右 中 - 模 都 自 反 。 

证 (一 (2) 先 设 4 有 限 生成 且 半 自 反 , 则 由 引 理 2, 有 也 
使 有 (16. 孔 及 (16.3).， 因 中 本 身 是 内 射 模 ， 卫 xf 人 (B，9%0 一 0， 故 
wa 是 同 构 ,4 是 自 反 模 , : 

再 设 4 为 任意 有 限 生成 的 并- 模 . 取 万 为 有 限 生成 的 自由 
模 ,得 

O03F-—»Ah, 
这 里 C 是 耻 的 子 模 , 守 是 ACO 环 , 故 O 有限 生成 ， 因 了 是 半 自 
反 模 ( 实 际 上 是 自 反 模 ) 故 O 半 自 反 ， 再 由 定理 52, O 是 自 反 模 、 
考虑 交换 图 


“| py | | (16.11) 


党 入 
1 证 本 
C ” 一 FrF** 1 wap 二 


因 we 与 jvr 都 是 同 构 ,所 以 m9* 是 单 同 态 ， 为 了 要 证 明 ww”“ 是 满 

同 态 , 我 们 先 考 虑 单 同 态 w"，A4*->F*， 因 氏 是 内 射 模 ， 故 对 任 

何 f€ 4 一 互 om (4 和 f), 必 有 gE€F*~Hom (FF*, 4) ,使 f=gw” 

~ (9)， 易 知 Imm"=Kerw”*, 所 以 LL6.11) 的 两 行 均 短 正 合 ， 
‘270 ， 


二 小 Ti 谭 


由 五 引 理 ,Au 为 同 构 , 故 4 为 自 反 模 . 

(2) 一 (1 任 了 到 如 为 有 限 生 成 模 ， 根 据 所 给 条 件 ， 它 是 目 斥 
保 , 首 先是 半月 有 反 模 由 (16.83)， Ex OPD， 一 0 这 对 了 = 六/v 
为 循环 模 时 也 不 例外 .于 是 由 

/NJ 

得 

Hom(A, A)—> Hom(J, HX)——> Ext /J, HN) 一 0. 
由 Baer 判别 法 ,A 是 内 射 半 模 . 口 | 

定义 18 满足 定理 53 中 所 列 任 一 条 件 的 左 , 右 A00 环 叫做 
拟 Frobenius 环 , 简称 拟 下 环 ,或 QF 环 . 

半 单 纯 环 显然 是 一 个 QF 环 , 因 为 一 方面 , 它 一 共 具 能 有 有 限 
左 理想 与 右 理想 ,所 以 是 双边 AGOG 环 ; 而 另 一 方面 ,其 任何 左 ( 右 ) 
供 都 是 内 射 模 ,这 也 包括 它 自 己 . 

作为 第 二 个 例子 , 取 光 为 主 理想 整 环 , 1 一 Da 为 一 个 主 理想 ， 
我 们 玉 证 明 计 = 下/ 工 是 一 个 QE 环 ， 环 并 中 的 元 素 都 可 表 成 
3z， 这 里 xz 二 1 了， 而 并 中 任 一 理想 都 是 J/I 这 样 的 形状 ， 
/一 32, 而 bc6==g， 所 以 J/T=3bwz， 任 取 一 个 模 同 态 疡 /一 并 ， 
必 有 s€ 汶 ,使 (52) = 二 sv， 于 是 

0= f(ar) = fbor) =6 f(b0%) = 068%, 

所 以 cesEBa, 即 ,es= Ba= Bbc， 消 去 0, 得 s=Bb、 定 义 g. 于， 
使 g(t+ 刀 二 B+ 了 , 则 由 Baer 判别 法 ,并 是 一 个 内 射 A- 模 . 

于 是 Z/mnZ 与 KK[w]/I 都 是 QF 环 , 这 里 太 是 一 个 域 ， 而 了 
古 玉 Lo 中 任 一 理想 . 

下 烈 的 定理 给 出 了 QF 环 的 特性 ， 

定理 胡 ”双边 AOO 环 中 是 QF 环 ， 其 充 要 条 件 是 每 一 个 有 
限 生成 的 投射 模 都 肉 射 . 

证 ”必要 性 ” 有限 生成 的 自由 模 也 是 有 限 个 六 的 直 和 ， 如 
果 针 是 内 射 半 - 模 , 则 也 也 是 内 射 站- 异 . 在 五 一 了 由 忆 是 内 射 
模 , 则 书 也 是 内 射 模 . 

充分 性 “有 限 生 成 的 自由 模 是 内 射 模 ， 五 兰 中 基 ， 故 半 是 
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内 射 半 ~- 模 ， 口 

QF 环 的 概念 是 从 所 谓 Frobenius 代数 推广 来 的 ， 若 并 是 
域 及 上 的 一 个 有 限 维 代数 (这 里 的 所 谓 维 数 是 指 线性 空间 的 线性 
维 数 ) ， 它 当然 是 -一 个 双边 的 AGO 环 , 因为 它 的 理想 首先 是 并 的 
一 个 子 空间 ， 对 于 任 一 个 JE Homx( 虹 ， 玉 )， 当 wE 中 有 时， 定义 
(af) (o) = Fo EKR, 则 afEHom(A, K) 因 而 Homy (I, K) 
是 一 个 左 外- 模 ， 由 第 三 章 89 定理 80，HomsQ[， 玉 ) 是 一 个 内 
射 左 %f- 模 (&[ 是 平坦 右 玉 模 ， 也 是 左下 模 , 而 是 内 射 左 玉 - 
模 )， 同 样 可 以 定义 瑟 omy (0 及) 成 一 个 内 射 右 半 - 模 ，( 把 玉 看 
成 右 到 - 模 )、 如 果 有 加 法 群 同 构 $. 了 -一 >Homs (AT,，) ,使 史 聊 
是 一 个 左 中- 模 的 模 同 构 , 又 是 一 个 右 中- 模 的 模 同 构 ， 则 称 中 为 
一 个 Frobenius 代数 ， 它 显然 是 一 个 QF- 环 . 

Frobenius 代数 是 域 上 有 限 维 代数 ， 因 此 对 左右 理想 都 有 降 
链条 件 ，QF 环 也 有 这 个 性 质 , 见 

定理 秀 ”QF 环 对 左右 理想 都 有 DOC. 

证 设 针 为 QF 环 ， 4B 为 两 个 左 理想 县 不 相等 让 
4->B 为 嵌入 映射 ,得 交换 图 


A >> 人 一 一 一 > 人 毁 //4 : 
| | 上 (16 .12) 
有 > 一 一 一 > 入 一 一 才 达 / 也 
这 里 是 满 同 态 , 但 不 能 是 同 构 ， 取 其 对 偶 , 得 单 同 态 
ze A/B)'— /A)’, / 
我 们 肯定 zw* 不 能 是 间 构 ， 事 实 上 ,我 们 可 有 交换 图 
M/A ———>A/B 
"| | (16.183) 
CA/ A ** > CA B)** 
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如 果 六 是 同 构 ， 则 z ”也 必 是 同 构 . 但 两 个 凡 都 是 同 构 (六 /4 与 
站/B 都 是 循环 模 , 所 以 是 自 反 的 ), 这 时 7 必 是 同 构 ， 不 可 能 、， 因 
此 我 们 认定 (A/B)*C /4A)". 

我 们 将 证 明 QL/ .4)* 为 时 的 一 个 右 理 想 ， 由 满 同 态 

名 一 > 蚜 /4 

可 得 单间 态 c : (A/ 4)" 一 > 站 一 Homx (并 , 过 ) (注意 ， 这 是 右 并- 
异 的 同 态 )， 其 实 ，Homa (31, 名 ) 一 外。 因为 JE Homa(9[，20) 是 
由 了 (四 所 唯一 确定 的 ，jo 一 xj ， 如 果 对 每 一 个 aE 并 ， 定 义 
Fo 使 fw = 二 oa', 我 们 就 有 外 宇 Hom Qt， 外), 再 因 (/4)* 是 右 
- 模 , 攻 为 右 理想 . : 

于 是 , 车 4CB 为 左 理想 , 则 必 GL/B)"C I/ 4) "为 右 理想 . 
如 果 {4;e4} 为 左 理想 之 集 , 其 中 没有 极 小 元 素 , 则 QI/4;en) 咎 为 
右 理 想 之 集 ， 其 中 没有 极 大 元 素 . 这 不 可 能 ， 因 为 外 是 有 AGO 
环 , / 

同样 ,外 的 右 理想 也 有 隆 链 条 件 . 口 

最 后 说 明 ， 我 们 这 里 定义 QH 环 时 ， 强 调 了 站 本身 既是 一 个 
左 内 射 模 , 又 是 一 个 右 内 射 模 .其实 , 我们 具 需 定义 它 是 左 内 射 模 
就 行 了 ,因为 可 以 证 明 (用 DOG 环 的 理论 ) 它 也 必然 是 右 内 射 模 
具体 的 作法 可 见 Jans. Rings and Homology, 第 75 一 -80 页, 


* 人 7 有 ， 


第 五 章 ” 谱 序列 与 iinneth 定理 


LT 分 级 模 


在 同调 代数 中 ， 谱 序 列 是 一 个 非常 重要 的 概念 ; 其 理论 可 以 用 
来 研究 复 形 的 同调 群 ， 我 们 将 用 正 合 偶 以 及 过 滤 法 来 得 到 谱 序列 
及 其 基本 性 质 . 

我 们 首先 需要 分 级 模 的 概念 . 

定义 由 一 些 半 - 模 以 ,所 组 成 的 序列 MM= {Np wpEZ} 叫 
做 一 个 ( 单 ) 分 级 模 ,p 为 M9 的 级 , 这 里 的 人 Z 为 整数 集合 ，( 当 然 ， 
在 某 些 需要 的 情况 , 乙 也 帮 示 整数 环 或 整数 的 加 法 和 群 . ) 

设 入 二 {Np; PEZ} 也 是 一 个 分 级 模 ,而 % 是 一 个 圈定 的 整数 ， 
郝 么 , 模 间 入 

7 My—> oa 
的 集 各 ~ {fs pEZ 思 做 由 丰 到 入 的 一 个 分 级 模 映射 ,其 次 数 
为 2 这 个 觅 射 销 表 成 

了 [有 一 全， 
万 括 号 内 的 数字 为 映射 的 次 数 . (注意 , 本 书 中 , 方 括号 在 不 同 的 
场合 有 不 同 的 意义 .) 

一 个 分 级 模 天 ={W 中 ,2 本 能 只 取 非 负 整 数 ， 或 者 只 取 非 
正 整数 ， 这 时 称 1 为 非 负 的 ,或 非 正 的 . 

如 采 分 级 模 4 一 {4,; 2EZ+ 中， 对 每 一 个 pEZ 都 有 -45G 
M,， 则 称 4 为 M 的 子 分 级 模 , 而 分 级 模 {Msp/ 4y; pEZ} 则 为 它 
们 的 丙 分 级 柑 。 这 时 将 有 分 级 模 的 短 正 合 列 


A—~M-> M/A, 
n 为 联 入 映射 ,vw 为 满 映射 ,它们 的 次 数 都 是 0 
各 fm:M—>N 


"2074 ， 


我 们 取 | 

(Imf) ,= Im fn», (1.1) 
(Ker f),= Kerf,, / (1.2) 
则 (Imf )s 三 和 N,，(Ker 有 ;三 好 ,， 而 且 Imj 与 Kerf 都 是 分 级 模 ， 
它们 分 别 为 W 与 1 的 子 分 级 模 ， 所 述 的 了 可 分 解 成 


Imf 
Sg x (1. 3) 
M / N : | 


这 里 万 与 ”为 满 与 单 映射 。 逐条 验证 ，3[M 中 所 有 的 分 级 模 连同 
它们 两 两 之 间 的 映射 (当然 是 有 次 数 的 ) 成 为 一 个 Abel 范畴 . 

我 们 将 特别 注意 这 样 的 nw 次 映射 4[n]:0 一 0, 这 里 0 一 {O05} 
是 分 级 模 ，d 是 C 到 其 自身 的 一 个 m 次 映射 ， 且 对 任何 2， 恒 有 
dydp_。 一 0, 常 简写 成 ad 一 0( 足 码 全 省 掉 了 ), 则 0 为 所 述 分 级 模范 
暑 中 的 一 个 微分 对 象 , a 为 其 微分 ， 这 时 , Hs (0) = Kerdp/Imd,， 
为 口 的 同调 分 级 异 . 

在 第 三 章 中 所 定义 的 复 形 (C, g) 是 微分 分 级 模 的 一 个 最 主要 
的 例子 ， 复 形 的 微分 4 也 是 这 个 微分 分 级 模 的 微分 ， 其 次 数 为 
一 二 

定义 2 假定 (0， 4) 与 (0'，d) 都 是 复 形 。 如 果 分 级 模 0 一 
{O% pEZ} 是 0 一 {Os} 的 子 分 级 分 模 ,而 且 o 是 4 在 0' 上 的 限制 
即 , 当 obE0， 时 dp (ep) 一 二 (o9 E05-1; 则 (0O', dg 为 (0O，, 由 的 子 复 
形 . 

因此 , 对 于 复 形 (0, 0) , 子 分 级 模 {0 外 能 为 (0, 办 的 子 复 形 之 
充 要 条 件 就 是 d(ODJ SO 

与 上 述 ( 单 ) 分 级 模 相 类 似 ， 双 分 级 模 是 一 种 双 进 的 模 序列 
{Mpa; p, 4 EZ}， 这 意思 是 在 p9 平面 上 的 每 一 个 整 点 (p, 9) 都 对 
应 一 个 外- 模 M.. . 有 时 仅 在 (p, 9) 位 于 第 一 象限 时 才 有 用 pg, 这 
时 这 个 双 分 级 模 必 一 {Mypo} 就 是 第 一 象限 中 的 双 分 级 模 . 同样 
有 第 二 ,第 三 ,第 四 象限 的 分 级 模 

设 MM 与 入 一 {Npo} 都 是 双 分 级 模 ,而 m 与 w 为 一 对 整数 , 风 


G+» 


一 些 模 同 态 ( 对 每 一 对 (2，9) 有 一 个 ) 
fopa: Myo—> Norm,atn 
的 集合 f={ fp} 为 由 和 到 太 的 [m, J 次 的 分 级 模 映射 。 同样 


定义 
(Kerf)»a— Kerfpao Mya, 


(Imf)ya= Lm fp_m,a-nS Ngo. 
双 分 级 模 的 子 分 级 模 , 商 分 级 模 ， 以 及 微分 分 级 模 , 同调 分 级 
模 都 是 上 述 单 分 级 模 相 应 概念 的 扒 /. 它们 也 是 本 章 的 主要 研究 
对 象 . 


$ 2 正 合 偶 与 谱 序 列 


On— yr 和 十 11 内 
人 一 4 SB Ys 0, .., > nim inetn, “> 


(2.1) 
为 一 个 正 合 三 角形 , 常 形象 化 地 表 成 一 个 三 角形 


"Ai 


/ (2.2) 
~ a : 


这 里 的 由 [mw] :4 一 B, fng]: BO 0[nsj: O->4 为 分 级 模 映 
射 ， 依 次 有 次 数 mwa 与 ms 标 在 方 括号 内 . 其 实 , 象 这 样 的 正 合 
三 角形 ， 我 们 已 经 见 过 多 次 , 例如 , 在 4>B-*O 为 左 中 - 模 的 短 正 
合 列 时 ,对 任何 右 站- 模 MU， 我 们 将 有 三 个 分 级 模 {Tors(CMH，4)}， 
{Tor, (M, B)} 与 {Tor,(M, 0 而 关于 Tor 的 长 正 合 列 将 给 
出 一 个 正 合 三 角形 


Tor,CM , A) #0 Torr (CM, BB 


i A 


‘Fors(M .COC) 


这 里 的 办 由 ,与 9 都 是 分 级 模 觅 射 ， 它 们 的 次 数 依 次 为 0, 0， 与 
—1. / z 

同样 的 概念 与 记号 当然 也 适用 于 双 分 级 模 ， 但 是 , 我们 的 兴 
趣 在 于 由 两 个 双 分 级 模 所 组 成 的 正 合 三 角形 . 

定义 3 设 妃 一 {Doaj 与 召 ={ 如 pq} 为 两 个 双 级 模 ， 若 有 映射 
$: D—>D, y. D>ES 0d: 号 >D 依 次 有 次 数 bm， 4] ，[oa，20aj，, 与 
[ns,， ms] , 使 有 正 合 列 


Oo— 
“一 人 Hy_n,e_m, 


ne gm Ppa 
Do -> pw ,人 


Vptn, q+rm | 
一 一 
E p+nmtine,ltmtim 一 人 Doin tim tm mt 


中 
一 省 


则 上 D 与 连同 多 由 与 9 组 成 一 个 正 合 偶 ， 记 以 (D, BB, 风帆 
0). / 
正 合 偶 可 以 用 -一 个 正 合 三 角形 来 表示 ， 方 括号 内 的 数字 是 该 
映射 的 次 数 . | 
» 
———> Dp 


.9 
QI",, m, } ma] 四 


为 了 下 一 节 的 需要 ， 站 
人 -1} 


: (2.5) 
Ci - A yi0,0) 


我 们 将 用 下 述 的 方法 来 从 2。 5 有 一 个 新 的 正 合 偶 (Da， 盏 ? 
地 咏 的 ， 它 将 称 为 (2. 加 的 导出 正 合 偶 , 简称 导出 偶 ， (注意 ， 
以 下 所 有 的 指数 都 是 肩 码 , 不 是 者 次 . ) 

先 定义 号 ~ 灿 9: 如 -> 恕 ， 由 于 9 有 次 数 [ 一 1, 0], 沙 有 次 数 [0， 
中 ,所 以 和 有 次 数 [ 一 1, 0], 而 叹 , 是 由 Bu 到 如 ,ze 的 模 同 态 ， 


v7T 4 


这 里 p, 9 是 任何 一 对 整数 ， 央 为 (2. 是 正 合 偶 , 9 一 0( 这 里 指 
的 是 gsojro 一 0) , 故 忠和 = 0, 我 们 称 下 是 双 分 级 模 如 的 微分 . 
令 


(Kerd!)%a= Ker dpo = Cpa Hypa; | / : (2.0) 
(Im ql) y= Tn yi,g = Bpo ES Wp, 
则 从 cadli=0( 即 吗 -vdk 一 0) 得 
OC Bypo CEC Op Wyo. 
定义 
EH;,=Opg/ Bo 一 区 er go (Im 四)oo “ (2 .7 


Dra= (Im $) pa=1m $y_1,0+1S Dya, 
于 是 DD 一 {Dm} 与 一 {Bpa} 都 是 双 分 级 模 . 
“到 妨 为 $ 在 D? 上 的 限制 , 就 是 说 车 wsED3 ED， 则 
Popa (2) = pya rt) EDprto-iEDoue-i 于 是 内 有 次 数 [ 一 4. 
任 取 ZE Dw 先 Dpa, 由 DD 的 定义 ,有 w EDo er 使 加 -er ) 
一 w， 设 jiani(T) 二 YEBRpyatt 因为 dp-1,gr1(9Y) 一 可 -aqtt 
Gd»_1,ati (Y) 一 = Wo-_2, gti0p-1, oe 投下 二 (w’) =0 ;所 以 4 和 Ker 05_1 Lat, 
一 Or_i,ori， 如 果 在 自然 同 态 Op_1,q-1 玉 品 p-1,arz 中 ,y 所 取 的 象 为 
[ 几 ,我 们 就 定义 四 
ypo(C) 一 [Ly] E EB? 1g. | 
于 是 刀 可 表 以 记号 [9% 一 ， 它 有 次 数 [ 一 二 切 。 但 需 证 明太 的 
定义 是 良好 的 . 为 此 , 若 取 只 ED rarn 使 由 (00) 一 vw, 中 p_i,qri (7) 
一 WEBo-ueri， 我 们 需 证 明 [ 妇 一 [by 事实 上 ， 因 为 (2) 
一 中 (CC )， 政 Ppp-1, gti(® — tw") =0, 多 一 € Ker pyp_1, gd41i 二 
Im p,qri, 因此 有 YE By,qr1, 使 Gp, a+1 (9) 一 2 一， 于 是 由,-_1,q+1 
“609, ari (9) = pi, gri(% — 12") =y—Yy, 即 ， 9 一 ETm day, ori 一 
Da 所 以 I = [区 . 
再 定义 信 . 设 [y] € Bpo， YE 我 们 定义 
Opa ([Y1) = Opa(Y) E De-1,0. / 
先 需 证 明 bt EDo rr 事实 上 ， 因 YEOp， 故 0=dp(9) = 
‘be.1, a po (Y) ， 所 以 ， Opa\Y) EKer Vg-i,a™ Lm Pp-a,0r1™— D8.-1,0: 绷 
。 278:。 


需 证 明 , 此 定义 是 良好 的 ， 即 , 在 [ 引 ]=0 时 ,应 有 braly) 一 0，、 事 
实 上 ,在 [yj =0 时 ,yyEBro 一 mqdpyog， ， 收 有 4 Epo 使 2 一 
dps1,g (9’) — hpatlpr1,a(Y'), 因此 ，0rq(y) — pa padp+1,a(Y ) 一 0 于 
是 仿 也 已 确定 ,其 次 数 为 [一 1, 0]. 

我 们 来 证 明 : 

定理 DD, 久米 部 如 上 , 则 有 正 合 侦 


ri1 一 
i | 


Di TY 四 
、 / (2.8) 
人 pi [1] 
Ei 


证 任 取 zEDro， 则 由 定义 有 zEDo-har 使 j= 
ppgiori(z)， 于 是 后 (2) 二 0 四 [ig (2 )] 一 0 由 (wvw') 一 0， 所 以 
0,Imy 和 人 er 大. 同样 可 得 ?0 一 0, 六 =0, 即 , Im CC 
Kerg',Im*CKery"， 这 里 所 有 的 足 码 都 省 掉 了 . 

反 过 来 ， 设 ZE Kergppg， 则 po (2) 一 pq(w) 一 0。 于 是 wE 
Ker Pra = Lm Ooprisa, TE—0pri,a (9) .得 ww€lm pp-i,gri= Ker yo. 
故 从 0 = ya (2) = oadbptia(Y) = dpri,a(Yy)， 得 YE€ Kerdsti,o 一 
Opri,q 再 由 22 一 +1,4 (9) 知 v=0p+1,0( [Ly]) ;有 所 以 Elm Gpr+1,4. 

” 设 zEKerypo， 则 因 ED 已 加 一 Im piari, t= po.1,a+1(% ), 
并 由 如 的 定义 ，0= 态 (2) 一 [jp_sari(w)]， 因 此 小 y-1,4ri(2) 和 
By_1,ari=Tmadparim= lm, ariby, att 所 以 有 Es,gt1， 使 
Z 一 Oy,at1 (WwW) GE 上 er p_i,ati 一 lm Pp_a, qt3 一 Dy_i,041. 于 是 
Pp lor — bysari WW)) = PyarilT tp,gr1 (WW) ) 一 由 pigs 
一 4%( 注 意 ， 的 p_i0p oil 一 0) ,所 以 ZETIm gp lesl， 

最 后 , 任 取 [y] E 攻 erbgoo, GEOo、 由 信 的 定义 , 0= pq( [2]) 
一 bou() , 放 yEKEerboo= Imuyoo 因 此 ,有 2z ceDoo 使 Y= jpa C2) . 
设 z= (2 ) EDyprio-t， 则 由 总 与 她 的 算 义 ,XEDssi1,0_1 而 
Up (2) 一 [ya (2')] = [yi. 所 以 [vy] Elim pri gl. 站 

定理 1 虽然 是 对 于 (2.5) 中 放样 一 个 特定 的 正 合 偶 来 证 明 的 ， 
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但 却 有 - 般 性 .对 于 任 一 个 正 合 偶 (D, BB, 由 几 由， 不 管 几 由 
6 的 次 数 是 多 少 .我们 可 以 仿照 上 述 的 办 法 来 定义 D”, 8, 与 @”， 
,0”, 并 同样 证 明 C(D?, B?, 3, ， 6) 成 为 一 个 正 合 偶 因此 ， 
任何 正 合 偶 都 可 导出 其 导出 偶 . 

重复 上 述 作法 ， 我 们 可 以 从 (2.8) 又 导出 其 导出 偶 (228， 万 a， 
$9 , 由, 由), 从 而 对 任何 自然 数 7, 由 (2.5) 中 的 正 合 偶 (以 后 改写 
此 正 合 偶 为 (LD 袁 ，9$， 旷 ， 护 )， 并 改 (2.6) 中 的 B 与 OO 为 Bi 
与 07”), 可 以 经 过 逐次 导出 而 得 又 正 合 偶 (D', B', $$, J, 0). 

不 难 用 归纳 法 证 明 

定理 2 由 (2.5) 中 的 正 合 偶 (D, 恕 ,， $， 由 , 引 经 过 逐次 导出 
所 得 到 网 正 合 偶 (D',， BV 0 ) 中 ,9 业 ', 与 8 相应 有 次 数 
[1 一 2， EI 一 ”+, 7? 一 十 ,与 [一 4, 0]， 而 "的 微分 (= 米 97) 有 
次 数 [ 一 7, 7 一 二 |. 

我 们 对 于 上 述 由 rr 所 组 成 的 序列 { 万 : EB”, 娘 ',，、…|} 特 别 
感到 兴趣 , 它 有 两 个 性 质 . (1) 对 每 一 个 ”, 都 有 一 个 gr: rr 使 
orgr 0; (2) 如 r+1= 甩 (Zr, dr) =Kerdr/Imdr， 具 有 这 两 个 性 质 的 
双 分 级 模 序列 称 为 谱 序 列 .网 | : 

定义 和 设 { 即 ;7? 一 1, 2,3,…} 为 双 分 级 模 以 的 序列 (每 一 
个 BB 都 是 一 个 双 分 级 模 )， 如 果 对 每 一 个 "， 人 恒 有 双 级 模 映 射 dr: 
Br—>B", 使 (1)d’'d’ =0; (2) Eri= H (BE', a) = Kerd’/Imad’, 则 序 
列 4B8", dr 叫做 一 个 谱 序 列 . 

设 {8', 4"} 为 任意 的 一 个 谱 序 列 , 取 Oi= Kerd’', Bi=Im ad’, 
则 因 wo 一 0, 有 

OCBICOICH!, 万 3 一 Ci/BL 
再 让 CG?~=Ker,， BImG, 则 由 0GB:CO*CH?~01/B!, 有 0 
的 子 分 级 模 户 与 3, 使 B=B/B!, 03=03/B!.， 由 同 态 定理 ， 
Es0/B’, H : z 

0CB'CPEOCOCE. 
依 此 类 推 ， 我 们 将 有 

OCGBCBG.CPEEOG..GOCOCE!, (2.9) 
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E'sO-1/B'-io~ Kerd-i/Imd-!, r>1, (2 .10) 

今 
Brg =— U Br; On = (}) Op (2.11) 
Kp Up/ Bp. (2.12) 


我 们 称 分 级 模 {8%; p，g EZ} 一 ”为 所 述 谱 序 列 的 极限 项 ， 这 
个 极限 项 在 谱 序列 的 理论 中 将 起 很 重要 的 作用 . 从 直观 上 看 ， 当 
7 很 大 时 ，Br 将 “近似 地 ”等 于 ~， 因此 我 们 往往 希望 发 生 这 样 
的 情况 ,在 7 充分 大 时 ,能 有 印 一 8”, 这 就 是 所 谓 “ 有 限 极限 ”的 想 
法 ， 这 是 可 能 发 生 的 , 例如 , 如 果 对 于 所 有 的 p, q, 恒 有 dh 一 0, 那 
人 久 , 2'+t1 一 Kerd'/Imo'= Br/0=Br, 下 是 , 若 有 s, 使 在 ?>s 时 ,对 
所 有 的 p 与 49, 都 有 d=0, 则 必 有 加 一 如 11=…, 因 而 即 一 ”~. 


$3 过 滤 


用 过 滤 的 理论 可 以 得 到 一 个 象 (2.5) 那样 的 正 合 偶 , 从 而 可 以 
求 到 一 个 谱 序列 . 

定义 5 设 人 或 为 模范 畴 ， 或 为 复 形 范畴 ， 和 或 为 分 级 模 的 范 
畴 . 对 于 4 中 的 对 象 O， 若 有 一 个 规则 了， 使 当 pEZ 时 , 盘 有 
FP?OCO, 而 县 : : 

CPOC IOC FotIOC (3.1) 
则 有 称 为 CO 的 一 个 过 滤 . 

有 有 时 我 们 也 改写 了? 为 FP，. 

对 于 模范 畴 MM, O 的 过 滤 TO 事实 上 是 一 系列 的 子 模 , 硅 … 
ECOCZI OOESE…SEO， 对 于 分 级 模 的 范 团 ，C= {O。 mwEE+ 是 一 
个 分 级 模 , 其 任 一 过 滤 ZO 事实 上 是 一 系列 的 子 分 级 模 , 对 任何 mw， 
有 一 个 序列 …EEoOCGEUrTIO EEC 

但 对 复 形 范畴 来 说 , 情况 有 些 不 同 , 因为 每 一 个 复 形 首先 是 一 
个 分 级 模 , 此 外 它 还 有 一 个 微分 ， 于 是 , 车 (O, 9) 是 一 个 复 形 , 那 
么 ,了 F?0 是 一 个 子 复 形 .由 定义 2 的 规定 , F730 也 是 一 个 复 形 , 其 
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微分 如 就 是 9 在 子 分 级 模 7?0 上 的 限制 . 于 是 ， 钳 入 映射 mo 
FeO->O 是 一 个 复 形 映射 ， 因 而 可 引出 同调 映射 mo: 总 (CO) 一 
玉 (O), 这 里 及 (F?0) 与 且 (0) 相 应 表示 分 级 模 {H,(F?0); mE 和} 
与 {如 , (0);mEZ}， 不 难看 出 Im ”mp 忆 Im mpit， 我 们 定义 
F?H (OC) = 1m ",y. 

于 是 有 | 
EF IHIO SEF?H (OEF?t HO EEHO). 
: / (3. 
所 以 复 形 的 过 滤 同时 也 给 出 了 其 同调 模 的 一 个 过 滤 . 

假定 了 是 复 形 (C, 9) 的 一 个 过 小 , 我 们 对 任 一 个 pE&2,- 必 能 
找到 一 个 胞 PF?C,/ F971O>J?On_1/ 了 ?Ow1, 使 有 交换 图 ， 


Fri CC, FP-1 Ci 


FrC, 一 一 > FPCo (3 .3) 
Co/Fp-iCne 一 一 一 ~ > FreCn-i/ Foe?!1 Qo, 
于 是 从 99=0, 得 (8?O/8? COC, 907) 是 一 个 复 形 ,因而 对 每 一 个 PpE 
Z, 都 有 一 个 党 形 的 正 合 列 
Fr-10, > PopO-_ P90/ FP?-10, (8.4) 
于 是 由 长 正 合 列 定 理 , 有 正 合 列 加 
> 五 (PIO/F?-1O) SH, CF?-1O0) 全 H,(F?O) 
号 H, (Fr0/F?-10) -> H,1(F?-10)—>.…, (3.5) 
式 (3.8) 中 只 有 两 种 类 型 的 项 ， 一 种 是 五 (5Zo?O)， 另 一 种 是 
HHIO/F?-1O), 让 noptg, / 
Dya= HF?O0)= Hyra PF?O), 
Bo = HF?0/ Ha-10) = Hy BF?0/ Pr-10), 
并 令 DD= {Dpa}, b= {4 召 都 是 汉 分 级 模 ， 则 《3 .56) 给 出 一 个 正 合 
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(3.6) 


三 角形 
oll, ~1] p z 
guo A sl0,0) ey 
这 恰好 是 正 合 偶 (2.5)， 于 是 由 $2 的 作法 ,可 得 一 个 谱 序列 
{EBE!, E>, BY, 1 BH', 0%}. | (3.8) 
这 里 的 如 就 是 由 (3.6) 中 的 如 "所 组 成 的 双 分 级 模 ， 闵 此 有 
定理 3 复 形 (0O, 0) 的 任 一 过 滤 古都 决定 一 个 谱 序 列 (3.8). 
于 是 , 复 形 (0,， dg) 的 任 一 个 过 滤 丈 就 将 提供 出 两 个 双 分 级 模 ， 
一 个 是 (3.2) 中 的 FH(O) ={F? 昌 pig(0)}， 另 一 个 是 (3.6) 中 的 
是 (FO) ={HoyoF?O} (这 两 个 双 分 级 模 中 的 下 与 瑟 互 换 ), 以 及 
一 个 谱 序列 (3.8)， 它 的 第 一 项 本 就 是 双 分 级 模 { 互 ao(CP2O/ 
2-1O)}， 当然 我 们 立即 就 会 提出 两 个 问题 ，(1) 这 些 FH(O)， 
有 (8O) 与 妃 之 间 有 什么 关系 ? (2) 能 否 利用 这 个 关系 来 推 上 CQ 
0) 的 同调 模 五 (0) 的 性 质 ? 
关于 第 二 个 问题 我 们 将 在 下 一 节 中 就 双 复 形 为 例 米 讨论 
关于 第 一 个 问题 ; 我 们 将 只 考虑 一 种 看 起 来 较 特 殊 但 却 常 用 
的 过 滤 . 
定义 6 设 0={0, nEZ} 为 分 级 模 , 过 滤 也 叫做 有 限 的 ,如 
采 对 每 一 个 NnEZ, 有 Ww=Ww 0 一 0 使 当 p<w 时 ,FPF?0, 一 0， 而 当 
p 之 Vv 时 , F?0, 一 0, 即 ,对 每 一 个 “EZ, 都 有 有 限 链 
0= "OCF IO CEC.. CEO, 一 CO {3.9) 
”有 限 过 滤 的 定义 当然 也 适用 于 复 形 ， 内 为 复 形 首先 是 分 级 模 
我 们 现在 证 明 / 
定理 和 4 车 复 形 (0O, 9) 有 有 限 过 滤 忆 ， {9 为 它 所 
的 谱 序 列 ,g 为 其 微分 , 则 对 任何 wp, 9€Z, 有 7=7(p, 9), 使 


(1) 用 % 一 力 必 1 一 …， (3.10) 
(2) Buns?Hyra(O)/P? iHya(O). (8.11) 


我 们 看 到 , (3.10) 说 明了 ， 有 B= 如 po， 谱 序 列 的 极限 项 ”的 


每 一 个 召 m 都 等 本 某 一 个 有 限 项 Bc， 但 7 并 不 一 定 对 p，9 一 
致 ， 不 能 因此 得 出 天 一 到 的 结论 。 虽然 如 此 , (3.11) 却 明确 了 ， 
ZB” 就 是 (或 同 构 于 ) 由 9? 克 oro(CO) FoCO) 所 组 成 的 双 分 级 
模 . 

证 (1) 让 一 DT+TI， 若 2>o 则 FF?0, 一 F? 7O,=O。， 因 
而 F930Ow/ FP?“O, 一 0, 故 由 (3.6), 如 pg 一 0。， 由 (2.9) 与 (2.10), 任 何 
Bo 都 是 五 ro 的 子 模 之 商 模 , 所 以 对 任何 ,都 有 Ew 二 0. 
如 果 wp 志 ww 则 F?0O0。 一 F940, 一 0, 故 对 任何 7, 也 必 有 n== 
0. \ 

现在 设 如 二 p 所 vw。， 取 7 之 max(p 一 Wr-1i，Vnti 一 十 1)。 由 于 
a ( 它 是 B" 的 微分 ) 的 次 数 是 [一 "”，7 一 411， 故 有 dpq (Bm) 导 
;warr-i， 上 面 已 证 明 ， 在 p 一 "<i 时 ， Brytwr,a_r-i=0， 
故 Kor Gi ™— Bm. 又 因 p 十 7 之 vw+1， 豆 pyrq_rti 一 0， 所 以 
dpir erti (Borart) 一 0， 即 ， (Im d) p= Im isrorri 一 0 于 是 ， 
Em 一 《长 er gd) ro/ (Lm 0d") pa = Ppa. 

总 之 ， 只 要 让 7 一 ma Xx(p 一 ww_1, Vay4 一 —p+1), 就 必 有 Er = 
tl 一 ot? 一 …, 这 里 mn 一 p 十 q. 得 (3.10).。 

(2) 我 们 考虑 由 正 合 偶 (8 7) 所 导出 的 第 7 个 好 由 全， 并 将 
这 个 导出 偶 写 成 正 合 列 的 形状 


gr gr 
中 四 浊 A i 了 
~—> prr-1, gr+2 一 人 Dr yr_a,g_ria 一 人 Dprr-1, gq—r+1 


SBD (8.12) 

(注意 , $', 与 8" 的 次 数 依次 为 [1， 一 七， 1 ,人 一 与 [一 1, 
0]， 见 定理 2).。 由 导出 偶 的 定义 ,， DY=$(D), D* 一 $8”(D”),… 
Dp_i,¢ 一 Ppa, gripPp-3, ara … py-r, atr-1 (Do et+r-1)、 由 6) 
DOp_rarr-l 一 也， TO 这 里 有 仍然 等 于 p 十 g. 于 是 , 当 p 一 7 
Un ,Tp 一 Wi 时， F977 一 0， 因此 Ds_r,atr-1 一 0, 从 而 
Do_1,o™ 0. 

拇 考 屿 prr-1,q_rta， 由 (2.10) 它 是 Bye a-r+2 中 两 个 子 模 
之 商 ,而 Esprr-i,a-ris— HH nt1(F?t OfF ?00) ,| 如 果 p 十 ”7 一 2 
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vnt1s 好 ,7? 字 Vryi 一 D 十 2， 则 of 一 Go OH 一 Ci 因而 
Borriarts = 0 所以， 当 7 之 max (Pp Wl Vnri 一 Pp 十 2) 时 ， 
.13) 的 两 端 都 为 9 

0->Dyyr sg ri > D9rr tg rti~—> Br >0. (3 .13) 
“我们 肯定 , 当 了 > 一 D 二 时 ，DJrr no_rt= 了? 有,(O)， n= 
少 十 9. 

事实 上 , 由 导出 偶 的 定义 
D, 二 六 一 于 全 一 六 二 中 p+r-ag-rfa' “pprl,a-1Ppa (CD ; (3 .14) 
而 在 另 一 方面 ,由 (3. 四 ,这 些 $ 是 由 榜 入 映射 
Fr?O > FP?tiO y... >P?t' 30O 

所 得 到 的 同调 上 映射 


HPO) tS HF?+1O)—>.—> HP?+r-10), (38.15) 


车? 守 2, 一 Dp 十 1 ， 即 ，p 十 7 一 1 宕 2,， 则 Frtr-10, = OO, 故 (3.14) 
中 诸 由 之 积 实际 上 是 由 嵌入 肌 射 思 ， ZaO>C 所 得 的 同调 鼎 冉 1,; 
刀 。 (BYO) 一 万 (OO)。 由 定义 , Im 一 42 万 (OO) 该 De-rtrtm 
EF?H,(O). | 

同 理 ， 当 2 加 一 D 十 2 时 ，D;yr_s0_rra 一 了 了 ?-1 玉 ,(0)， 代 入 
(3.18), 即 得 (8. 二 )， 定理 全 部 证 毕 . 

比较 (3.6) 与 (3. 堪 ), 我 们 看 到 , 在 有 限 过 滤 下 , 以 3. 中 的 

一 {用 po} 为 首 项 的 谱 序列 取 (.11) 右 方 所 组 成 的 双 分 级 模 为 其 
及 邮 页 8 与 豆 恰好 互 换 . 

对 于 这 种 现象 ， 我 们 起 一 个 名 称 , 见 

定义 7 了 设 {H， } 为 单 ) 分 级 模 ， 如 果 由 过 滤 所 得 的 谱 序 
(到 了 有 

EF?rH,/ PF?-11H,, n=p++g, 

则 称 吾 收 伍 于 五, 记 成 2 已 ,或 已 pg > 五 944. 


因此 , 定理 说 明 , 对 于 任何 复 形 (0, 8), 车 也 为 有 限 过 滤 , 而 
(Br} 为 由 了 所 决定 的 谱 序列 , 则 如 收 全 于 吾 (O)， 
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S4 双 复 形 


定义 8 设 双 分 级 模 凡 = 人 Woe2g，9E2 有 两 个 到 其 月 身 的 
映射 82: 一 形 与 6: 及 一 及 ,它们 的 次 数 为 [一 4, 01 与 [0, 一 4]， 
而 且 

Op_1,g0pq — 0, Op,q_109g = 0, 
Or,q-10p0 + 0p-1,g90pq = 0, 
则 称 (M，8，8) 为 一 个 双 复 形 ，8 与 8 为 此 双 复 形 的 微分 ,或 偏 微 
分 . 
我 们 可 以 在 p9 平面 上 作出 双 复 形 的 图 


(4.1) 


rt 
文 < 一 ~- 
二 


入 
夫 


mm 一 一 > Mp+y oti—> 


| | 
”~ 一 > M,,., 一 >” M, 一 > M,.i, 一 
| | | 
ap me 一 一 一 少 M, Le 一 > 1M -一 一 M,.,,., 人 
Y | | J 
(4.2) 


由 (4. 力 的 前 两 个 等 式 知 ， 双 复 形 (4.2) 中 每 一 行 与 每 一 列 都 是 复 
形 ,第 9 行 的 复 形 将 表 以 Wo 而 其 第 2 列 的 复 形 则 表 以 Mn 以 
及,( 训 ,w) 写 上 al 9g,) 表示 这 两 个 复 形 的 第 Pp 与 第 9 个 间 涯 模 ， 
Rp, 
H,(M,0 = Ker Opg/ Tm Opr+i,0, 
Ho(M,,) = Ker pa/ Tm 9,¢+1. 
由 (4. 了 的 第 三 式 , (4.2) 并 不 可 交换 ， 而 是 反 交换 的 ， 因为 86 


aa. 人 3 ee 


(4.3) 


一 一 23， 要 想得到 交换 图 , 我 们 只 需 将 3o 改 成 (一 1) 5p 就 行 了 ， 
这 样 各 行 各 列 仍 为 复 形 ,不 变 其 Ker 也 不 变 其 Im, 因而 仍然 得 到 
同样 的 同调 模 . 

取 (4.2) 的 第 p 列 的 复 形 (Mb,，5)， 其 所 有 同调 模 之 集 
{yACMp,); 9EZ} 为 一 个 单 分 级 模 , 记 以 五 (Mg,)， 由 于 9 是 复 形 
M,,. 到 | M1,, 的 复 形 映 出 ， 尼 可 引出 同调 上 映射 Da: 二 wo) 一 
有 H.(M,-1,,)， 且 由 88=0 得 2.8.=-0,， 故 在 9 固定 时 ， 所 有 的 
妃 。(M) 为 一 个 复 形 ， 而 8. 为 其 微分 (我 们 把 一 些 足 码 省 掉 了 ). 
我 们 将 以 (五 (MM), 8,) 来 表示 这 个 复 形 ， 而 互 ,五 a(M) 为 其 第 
% 个 同调 模 . 

同样 地 ，(4.2) 的 第 9 行 也 是 一 个 复 形 (M.。 8) , 它 的 第 p 个 
同调 模 为 万,(M.o 9)， 而 5, 是 玉 ,(Mw, D) 到 万 (Mi 9) 的 
同调 上 映射， 又 因 8.3, 一 0, 在 2 固定 时 ,所 有 的 互 *(CMo 9) 为 一 个 
复 形 (五 ,, CM)，, 5,) ,6 为 其 微分 ， 而 豆 , 豆 weC20) 为 其 第 ” 个 同调 
模 . 

总 之 ， 吾 ,eo(M) 是 (4.2) 中 各 列 复 形 的 第 g 个 同调 模 所 组 的 复 
形 ，9, 为 其 微分 ， 玉 ,五 eCM) 是 这 个 复 形 的 第 % 个 和合 调 模 ; 而 
是 b, (M) 是 各 行 复 形 的 第 p 个 同调 模 所 组 成 的 复 形 , 5, 为 其 微分 ， 
厅 ,.Hp, (AM) 为 其 第 ww 个 同调 模 . 

对 于 任何 wEZ, 定义 

1 一 中 M yo, 


P+q=n 


7 中 任 一 个 元 素 如 者 可 表 成 一 个 有 限 集合 {mse€ on ， 2 9 


中 上 骨 令 网 本 
T= s 


即 , 当 纪 = {mpo} 时 ， 
Tn (bn) = {Opq (Mpq) +6g_1gr1(Mp-1g+1); 7 十 9 Wh} (4.4) 
直接 验算 即 知 ,5 是 了 ,到 了 ;1 的 一 个 模 同 态 , 而 且 7,-17。=0, 因 
而 全 体 了 VD 成 一 个 以 7 为 微分 的 复 形 。 此 复 形 称 为 双 复 形 (MM, 6, 
3) 的 全 复 形 , 记 成 Tot 用, 其 第 % 项 为 (Tot 好)。~= 了 IT 有 时 为 简化 
计 ( 内 要 不 会 引起 误解 ),T 了 ot 着 改 写成 了 . 
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我 们 可 对 Tot MY 进行 两 种 过 港 ， 一 种 巴 行 过 滤 ， 另 一 种 叫 殉 
设 pEZ， 定 义 z : 
Fr? = PDM, (4.5) 


于 是 , 首先 , F?T, 己 FP?+t1T,CT, 其 次 , 如 果 太 EF?T,, 如 = {qn 
EM 5 和 路 ， 我 们 可 以 把 总 也 看 成 四 中 的 一 个 元 素 加 一 
{fra 十, 这 里 当 >2 时 ,mm_1=0, 所 以 我 们 可 以 定义 rz, 使 
v9 (8) = Tn (én) , 
即 , ?是 5 在 7?T 中 的 限制 ， 由 于 v2r?41 一 0, 所 以 卫 是 也 的 
子 复 形 , 故 五 是 了 了 的 一 个 过 滤 ， 显 然 , 我们 还 有 
0 EF?T 一 0: U PF?T=T 


设 { 人 是 工 由 7 所 决定 的 谱 序列 ， 我 们 首先 有 
引 理 1 Bya= Ha(M,,); Dya= Hyra PT). 
证 让 n~p+g, 因 了 ?T= 9-!T,@DMya, 故 得 复 形 的 正 合 列 


各 村 可 ey Foi Ta Fe! 了 ee 


| 


| Oem > FT 7 -LT ce -。。 (4.6) 
‘Pp MM pe : dy NIY Pet ~ nm 
于 是 由 (3.6) (ae 一 2 二 9) 
Boo= H.CE?T/ EIT) = Heo(M,,). | 


”我 们 现在 假定 (M, 8, 5) 是 第 一 象限 中 的 双 和 象形 , 就 是 说 , 仅 
当 p>0 且 g 之 0 时 , 肛 p 才 可 以 不 等 于 0. 这 时 ,上 述 过 滤 当 然 是 
有 限 的 , 因为 对 任何 %EZ, 车 p 志 一 14, 则 ?T=0, 而 当 wp>n 时 ， 
Fr 
于 是 由 定理 4 立 得 
定理 5 设 (M, 09, 6) 是 第 -- 象 限 中 的 双 复 形 , 则 对 任何 2 与 
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g, 有 "一 7(%p, 9), 使 

(1) Brn= Erm 一 

(2) Bro= F?H,ra(T) /FF? "Hy,ralT). 

我 们 来 计算 到 痛 先 当然 要 确定 @ 是 什么 样 的 映射 . 

住 取 %w 与 p, 我 们 有 下 列 的 交换 图 , 图 中 各 行 各 列 都 是 短 正 合 
列 : 


大 2 了 区 


FeiT, > Fs op FT Pri (4.7) 
| , 
Foi Tn/ FT FoTa/f Fr iTn Te/ FT 
8 当然 仍 表 恒 等 映射 . 于 是 由 同调 正 会 如 定理 以 及 连接 映射 的 日 
然 性 , 得 交换 图 


> HF 7) 一 > 人 —>HAFIT/IF TY 六-1 (FIPIT)—Y =e 


| 1 | 


Foi 
一 -~ a (ET 1 FTIF? THAP TF TY> Hr 人 - ) > 
(4.8) 


让 npt+g, 由 引 理 1 并 用 $2 中 所 用 的 记号 , (4.8) 可 改 与 成 


» 
= em hs ee Dpa ep Epe — Dpisg mi 


| | | (4.9) 


因此 dj 一 加 -ibm 一 c， 注意 (.8) 中 心 的 意义 , i 一 a 就 是 复 形 
的 短 正 合 列 ((4.7) 的 最 下 一 行 ) 


| 9 [ 


Te-11 1 FoIT FIP/ FIT -9 (4.10) 
的 连接 映射. 由 于 F977, = Fo, HM, 儿 一 条 十 二 PF? /EF? 一 
MiGHW 所 以 (4.10) 可 改写 成 下 列 的 交换 图 


> 一 一 一 一 一 > Ar 一 一 -一 一 一 yo-1y9 一 3 一 一 全 


| n | 


TP en 一 一 一 和 M ,. ,orl DM 4 一 My 由 好 -| —p 


| | 


-> Mo .> Mi- 一 


(4.11) 
易 知 ，(4.2) 中 的 8 就 是 复 形 Fr-T/F9-3T7 与 PT/F9- 二 的 微 
分 ， 用 来 表示 F?T/ 9-7 的 微分 ， 考 虑 交换 图 


£22 人 Th, > Fr iT 


| | 


FT —> FrTnt 


dm Em 

， FoTa/ FIT > FoTet /Fo ?Tn 
: 如 果 TE M,..1,0+1, y EM,o, 出 (c， y) E My,_10r1 DMyg= PHT, 
pF? “了,， 能 完成 交换 图 (4.12) 的 tT 必 有 Tz， 2) 一 (6 (2) 十 0(9). 
8(y)) EMs1,e 中 Ms, 它 就 是 (4.1D) 中 的 

于 是 , (4.10) 的 连 湾 映 射 ,o (=d) 也 就 是 (4,11) 的 连接 映射 ， 
0; 巨 ,(My,) 一 号 s(M,1,,). 我 们 再 具体 地 看 看 这 个 o 到 底 是 什 
么 样 的 映射 . 

” 任 取 wE Ho(My,), 则 有 cEKer 5oo, 使 c 在 自然 同 态 Ker 5w 
六 万,(My,) = Ker56pg/Im 6p,qri 下 取 的 象 [c] =w， 由 第 三 章 求 连 
接 映射 的 作法 ,可取 (0, oj EM， 四 Mo 再 取 T(0,e) = (8(0)， 
6(0)) EM,_3,ad PD My,q_1, 则 kw 一 ac([o]j) 一 [Lo)j， 这 里 [0(6)] 
是 8(0) 在 互 .(M,_1,,) 中 的 相应 元 素 。 由 此 看 到 ，d? 事实 上 就 是 


® S00 8 


(4.12) 


由 复 形 上 映射 6: NM, 一 Mi 所 引出 的 同调 映射 如， 特别 ，dz= 
Da HM,,)— H, (Mix) ， 所 以 Bpo = Ker dpa/ (Im d) yo —™ 
KerO,rg/ (Tm 0,)s— HoH,aM).. 

我 们 得 到 了 

”定理 6 对 于 第 一 象限 中 的 双 复 形 (M， 6, 5), 由 上 述 万 听 决 
定 的 谱 序 列 {B"}, 对 任何 p 宇 0, gq 之 0, 恒 有 / 
万 ? = H,H,(M). 

定义 9 设 {2 为 一 个 谱 序 列 , 如果 当 gx*0 时 ,Bm 恒 为 0， 
则 此 谱 序列 叫做 衰退 的 . 

我 们 有 : 

定理 ? 设 (M, 8, 56) 为 第 一 象限 中 的 双 复 形 ,而 了 是 一 个 行 
过 滤 , {8 人 是 由 此 过 滤 所 得 的 谱 序 列 .。 如 果 428") 衰退 , 则 对 任何 
,gq 之 , 均 有 | 
Br = sg, , (4.13) 
而 且 下 

H,(Tot M) 守 Bpo. (4.14) 

证 、 当 gg 天 0 时 , 如, 一 0, 双 分 级 模 ?= {2,} 的 任何 子 分 级 
模 也 必 有 些 性 质 、 因 为 当 7 之 2 时 ，"'= {Bm} 实际 上 是 双 分 级 模 
HF? 的 两 个 子 分 级 模 的 商 , 所 以 当 g 关 0 时 , 也 必 有 B=0. 

由 于 Wf 有 次 数 [ 一 7, 7 一 1 ,Im dp 再 ?-orr-t 而 当 VZ0 7 
之 2 时, 9 十 7 一 1>0, 故 丽 -etr-im0, 所 以 一 0. 因此 hr = 
Kerd~—Kerd/Imd ~ Er't!, 故 B?= WB”. 

让 n=p+g, H， 一 瑟 ,《Tot 1) = 碳 ,( 了 7), 则 有 | 

| Om~F-IH CFHCAEIH,~H,, (4.15 
但 当 g>0， 即 ， n>pD 时 , 2, 一 0, 由 定理 5, B%= B=~0~_F?H,/ 
Fr 一 万 ,所 以 并 厅 ,。 一 万 ?万 ,于 是 (4.15) 变 成 
0 一 一 万 ， PH, 一 。 并 EF"H, -PE» 

所 以 
Eio~ F"H,/F"1H,.= FH,~ H,. 口 
上 面 所 讨论 的 理论 是 对 Dp 过滤 的 , 我们 同样 可 对 gg 过滤, 这 就 


人 21] . 


是 列 过 滤 . 取 
- : BT, = BM,, (4.16) , 


我 们 将 能 得 到 另 一 个 谱 序 列 {8 ,8*,，… …}, 它 当 然 可 能 


与 上 述 的 由 行 过 滤 所 得 的 谱 序 列 不 同 ， 加 是 吉首 机 了 行 的 性 质 
实 , 将 M 转 置 , 行 变 成 列 , 列 变 成 行 , 设 所 得 的 复 形 为 用 '( 即 ,MM 

一 Mo) ,那么 ,对 以 ' 作 行 过 滤 也 就 是 对 W 作 列 过 滤 . 所 以 ， 自行 
过 滤 所 得 谱 序列 t 的 理论 经 过 适当 地 交换 其 足 码 也 将 适用 于 
{Br 


$5 复 形 的 @ 


设 (P, 9) 为 右 并- 模 的 复 形 ,\Q，5) 为 左 “ 模 的 复 形 ， 我 们 立 
即 就 可 得 到 一 个 交 铁 帮 


| ” 


Ap 和 
| | Le 
‘pe ep 0 人 0 Oe PC > mm 
0 | | (5 .1) 
w > : / 


ev > PHO 一” P BOs 
oT | | 
如 果 我 们 把 :Gu 换 成 (一 了 ”18, 1@86t1， 我 们 就 得 到 一 个 
双 复 形 , 其 全 复 形 Tot 将 表 以 P@Q 或 P@Q， 具 休 地 说 , 对 任何 
%% 筷 及 ,有 | 
e809.- © P,Q (5.2) 
它 是 吉 . 卫 中 斜 央 线 上 庄 群 之 直 和 ， 因 而 当 太 E (P@Q@) ,时 ,如 一 
for mwE PvGQu p++g 一 时 ,但 此 集合 中 只 能 有 有 限 个 元 素 ms 
不 为 0 以 * 表 P@Q 的 微分 ,出 


a 人 0 


vn (ts) = { (Os ea) (ma) 
十 (一 1)? (gp-1CO0a+1) (mp-1,0+1) }. 
于 是 ,上 节 所 述 的 理论 全 部 都 可 应 用 于 目前 的 情况 ， 特 别 , 当 (P， 
9) 与 (Q, 5) 均 非 负 时 , 即 , 当 p<0, 或 gy<0 时 , Ps 与 Qu 均等 于 0， 
则 双 复 形 (6.1) (当然 在 添上 符号 因子 (一 1)? 以 后 ) 为 一 个 第 一 象 
限 中 的 双 复 形 , 因而 所 用 的 行 过 滤 万 是 有 限 的 ， 由 其 所 决定 的 诺 
序列 仍 表 以 {2B}. 
首先 有 | 
引 理 设 (P, 8) 与 (Q, 3) 均 非 负 ， 每 一 个 P 都 平坦 ，(Q, 5) 
是 正 合 列 , 则 谱 序 列 衰退 , 因而 对 任何 %EZ, 恒 有 
EB?~ H, (PQ). (5.8) 
证 因 (Q, 5) 为 正 合 列 , 故 当 g>>0 时 ,五 .(Q) =0. 又 因 卫 平 
坦 , 五 "(PQQ) PsHo(Q) =0， 注 意 , PpOQ 是 双 复 形 (6.1) 的 
第 p 列 的 复 形 ,而 态 ,(Ps@Q) 是 该 列 复 形 的 第 g 个 同调 模 . 于 是 
五 (POQ) =0， 因 而 由 定理 6, 当 9g>>0 时 ， 轴 和 一 五 万 o(PG9) 
一 0, 谱 序列 {28"} 衰退 . 
(5.3) 式 得 自 定理 7， 口 
定理 8 若 (P， 9) 是 卫 的 投身 分解， (Q， 5) 是 卫 的 投射 分 
解 , 4 为 右 气 - 模 , B 为 左 % 模 , 则 
‘Por¥ (4A, B)= H, (POQ). 
证 ”由 引 理 ,我 们 只 需 证 明 3。 一 Tor¥ (4, B) 就行 了 ， 
由 定理 6, 如 6。 一 万 ,Ho(P@Q), 这 里 互 o(PGQ) 表 示 (6.1) 
中 各 列 复 形 的 第 0 个 同调 模 所 成 的 复 形 ， 其 微分 为 3. 试 取 第 2 
列 , 得 
:POQ > > PDQ >PJOQo-PDB， 
其 第 0 个 同调 模 为 Cok s@3 一 PrG@B, 因 此, Bro 一 HH,， (PQ) 
是 复 形 
| .P,QB >P, :OB > PDB >AOB z 
的 第 % 个 同调 摸 , 即 , 2 五。(P@B)， 这 恰 是 Tor* (4，B) 的 定 
义 。 “ 口 


当然 , 如果 我 改 为 对 9 过 滤 , 若 所 得 的 谱 序列 为 { 召 小, 我们 将 
得 到 同样 钓 结 果 . 
上 述 两 个 复 形 的 名 的 概念 尚 可 以 推广 到 三 个 复 形 冯 先 需 
要 定义 两 个 左 模 的 张 量 积 . 
设 KK 为 交换 环 , 半 与 内 都 是 环 (或 称 到 上 的 代数 ), 4 与 
B 为 左 中 模 与 左 对 - 模 、 4 当然 也 可 以 定义 成 为 一 个 玉 - 模 ， 这 
只 和 需 当 EK, ccE4 时 ,让 pe= 寻 wa 就 行 了 如果 认 定 ,对 ,4， 
与 B 都 是 上 K- 模 , 则 映射 (W 为 一 个 区- 模 ) 
: $AxBxAx B->W 
由 做 生 重 线性 的 ， 铬 (4$ 对 半 ， 汐 ，4 与 B 都 线性 ，1(2)9 (bio， 
kaB, ksa, hab) = kikokskap (a, B, a, 6). 假定 $B:AxBxAxB-> 
W 为 4 重 线 性 映射 ， 并 对 任何 4 重 线 性 喘 射 JV: 半 x 光 x AxB-> 
V, 必 有 唯一 的 K- 同 态 :WV, 使 $= 由 则 到 叫做 六, 办 ,4 
与 如 的 张 量 积 (关于 及), 记 成 WW= 半 O36 4@B. 
假定 4 为 左 3%[- 模 , B 为 左 汪 模 ,，W = 六 C36@4@B, 取 玉 = 
A@B, 并 令 
J: HxBx AxXBSV (0, B, a, Doo Bo, 
则 由 显然 是 4 重 线性 的 , 故 有 上 :太一 P, 使 
f (a BOaDL) = a BL EV. 


我 们 取 
定义 10 阁 7YE€ C0, cE 40C9B, 则 令 
yc=f (YO) €E ACB. 
于 是 (a B) (eV6) = acd Bo. 


特别 , 当 站 一 4, 当 一 B 时 ,并 @93 是 一 个 环 ,而 46@9B 是 一 个 
左 半 @3 模 . 
我 们 来 证 本 
定理 8 知 4 为 左 妆 - 模 ,已 为 左 由 -~ 模 ,u 与 几 都 是 玉环，O 
是 左 %@8- 模 , 和 是 右 8- 模 , 则 有 两 个 自然 同 构 ， 
§: (FOA) BX (4B) | (5 .4 


与 
5: Homa (4, Homy(B, O))—Homues (AB, O), .5) 
ph 
中 (@) (6) =f (4600). 

证 象 (6.5) 这 样 的 同 构 ， 我们 在 第 三 章 的 $9 中 曾 见 到 过 ， 
但 舟 有 不 同 , 不 过 其 证 法 是 完全 相同 的 , 这 里 不 再 重复 . (注意 , 当 
fet Homs(B,O0), aEANH, (of) (9) = (ol )f(L)EOC, it 
Homs%(B, 器 ) 是 一 个 左 六 -- 模 ,) 

现在 证 明 (6.4). 首先 说 明 , 邯 是 一 个 右 中 - 模 ， 因 为 可 定义 
To = 7 (a0 | 1). 

先 设 X=. 于 是 

(XA) WB- (COW COA) CB 

ee (AC 4) @ GD 4GBs (HOB) ,0.48). 
因此 ,车 不 是 自由 2fGO8- 模 ,我 们 也 必 有 同 构 & 

最 后 , 让 革 为 任意 的 半 必 模 ， 取 2a 与 Eo 为 目 由 并 GO 忆 - 
模 , 使 有 右 正 合 列 

Fi—>Fo-»X, 
则 有 61 与 &0, 并 因而 可 求 到 & 得 交换 图 
(F194 OB -一 > (Fo 四 4) 由 有 一 > CX ALOB 
gl eol :| (5 .6) 
F(ADB) —> Fo AB) -一 > XC.ACB) 

已 知 所 与 &o 均 为 同 构 , 故 由 五 引 理 (右边 再 添 两 对 0) 知 & 也 为 同 

同 构 & 与 6 的 自然 性 (对 所 有 的 变量 ) 是 明显 的 ， 口 

由 此 立 得 

推论 1 若 4 与 相应 为 平坦 中 - 模 与 平坦 3- 模 ， 则 4GOB 
为 平坦 AC3- 模 . 

* 30 。 


喜 实 上 ， 车 有 有 TDK 模 的 短 正 合 列 
x:@ 4» XO ASTOA, 


这 是 右 罗 - 模 的 短 正 合 列 , 故 有 
(X14 OB (XBA BB» (IOA OE, 


因此 有 XX， @ (4@8) ¢ Xo® (4®B) »XO 4B). DO 


推论 2 车 4 与 B 相应 为 投射 中- 模 与 投射 如 - 模 ， 则 4@B 
为 投 回 站 C93-- 模 , 

证 明 方 法 与 推论 工 的 证 法 基本 相同 , 但 需 用 (5.5)。 口 

”现在 我 们 证 明 | 

定理 10 设 4 为 左 中 - 模 , 了 3 为 左 见 - 模 , % 与 见 都 是 下 环 ， 
0 为 右 3Q8- 模 ，(P, 8)，(@, 5) 与 (S，) 相 应 为 4，B 与 0 的 
投射 分 解 , 且 CO 是 平坦 右 多 - 模 , 则 

H, (SQPOQ) = Torg (0®4, B), 


这 里 的 SBP@Q 指 态 @ (PQ), 它 与 S@7)G QQ 自然 同 构 . 

证 我 们 需要 过 滤 两 次 ， 

第 一 次 ,让 7'~ 了 @Q, T=S@7T', 取 g>0, 让 FT @ 6 
Ti, 则 得 一 个 由 也 所 决定 的 谱 序 列 {H 此 谱 序 列 是 衰退 的 ， 
因为 由 推论 2, 7 是 投射 %@ 册 - 模 ， 因 而 平坦 ， 而 (8S, 中 为 正 合 
列 。 于 是 由 引 理 ， 瓦 ?2 一 互 。(SG7T)， 在 定理 8 的 证 明 中 , 我 们 可 
得 到 妃 o 一 五 (CC ,所 以 | 

H,(SO®POQ) = H, (OOT') = H, (OWPOQ). 
让 ER~0G9P, 则 因 O 是 平坦 中 - 模 , 故 (BR，sG@8) 为 一 个 正 合 
天 对 RGQ 再 过 滤 一 次 ， 又 得 一 个 谱 序列 { 百 4， 因 @Q 平坦 , R 
， 故 力也 衰退 ， 所 以 B2,= 有 H, (ROQ) ~H.((O®P) © 一 
可 Ca@4@g =Tors (0@4，D)， 口 
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同样 地 , 用 两 次 过 滤 , 可 得 
定理 11 若 六 与 如 都 是 平坦 玉 - 模 (例如 k 是 一 个 城 ) 则 
H, (SGQPGQQ) =Torr® 0, AWB). 

证 因 六 是 平坦 K- 模 ,可 证 得 P 是 平坦 下 - 模 ， 且 S@P 是 
平坦 右 另 - 模 . 于 是 可 先 滤 出 一 个 ,再 滤 出 一 个 4, 即 得 。 

推论 1 与 推论 2 使 我 们 提出 男 一 个 问题 ， 内 射 模 是 否 有 类 似 
的 性 质 , 左 内 射 模 的 张 量 积 是 否 仍 为 左 内 射 模 . 答案 一 般 是 否定 
的 , 但 是 我 们 可 以 证 明 ， 

定理 也 设 瑟 为 域 ， 刀 与 见 都 是 域 EF 上 的 有 限 维 代数 ， 4 
与 B 相应 为 内 射 左 站 - 模 与 内 射 左 必 - 模 ， 则 AB 是 内 射 左 CO 
省 - 模 . 

证 针 与 器 都 是 双边 的 AGO 环 ， 于 是 由 第 四 章 $12 定 更 
4,，4= 中 4 B 一 中 B。， 这 里 的 4, 与 B。 都 是 不 可 分 解 的 内 射 


模 ， 而 且 4; 一 (六 /I 了,)， Bo 一 人 /Tuw，Tx 与 To 都 是 相应 的 环 
内 的 不 可 约 左 理想 ， 吾 (MT 与 吾 虽 /7 为 中 /1 与 省/1e 的 内 
射 包 ，. 于 是 AB= WALDB,, 并 因 %C 贡 也 是 AGO9 环 ( 域 下 


上 的 有 限 维 代数 )， 由 第 四 章 定理 88, 若 能 证 明 4G@B。 者 是 内 射 
并 9 妈 - 模 , 则 4@B 必 是 内 射 AM@3- 模 . 

让 4 一 [/T, 则 因 玉 是 一 个 域 ,4 必 是 内 射 忌 模 ,所 以 Homs (8 
4) 是 一 个 内 射 站 模 ， 当 aE€4 时 ， 定义 js:9 一 4， 使 人) 一 
ua 则 记 EHomk( 4)， 令 人 4->Homr( 呈 4)， 使 9(a) 一 六 
则 ”是 单 同 态 ， 因 而 可 以 认定 4 是 Hom (%，4) 的 一 个 子 模 ( 注 
意 , Homx (9 1 是 一 个 左 时- 模 )、 由 于 Hom(%，24) 是 内 射 中 - 
模 ， 4 的 内 射 包 召 (4) 必 会 于 Hom (外,， 4) 内， 且 为 后 者 的 直 和 
加 项 ， 所 以 Hom (和 ,4) 一 加 (4) 田 4 同 理 , 车 B= 加 /J， 则 
Homx(B, B)~ 召 (8) 田 B'。 因此 ， 若 能 证 明 Homx Gl,4)@ 
Hom (3, B) 是 一 个 内 射 GO%- 模 , 我 们 的 定理 就 证 出 了 、 

任 取 PE 开 om(% 4), gE€ Hom(8, B), 如 果 f (0) 一 g(B) 
=b, 我 们 可 取 一 个 映射 h:AY—>AQB 使 h(a@28) =ab. 吻 


997。 


知 妨 是 (K 上 的 ) 线性 空间 XC@3 到 4GOB 的 一 个 线性 变换 ， 故 及 


EHomx (AC@3,， 4@B)， 这 种 让 (f，9) 与 的 对 应 提供 了 一 个 
同 仿 
£:Hom (3, 4A)®Hom (3, B)-—>Hom 3, AWB), (5.7) 

双方 都 是 玉 上 的 线性 空间 , 现 计 算 其 线性 维 数 ， 由 于 4 与 B 相 应 
等 于 站 /了 与 站 /J ,因此 有 维 数 nm 与 m1, 均 二 co, 青 设 半 与 吕 有 
维 数 等 于 % 与 加 ， 故 (5.7) 的 左 方 的 维 数 为 rmimm， 而 右 方 有 
维 数 等 于 mwa7zi， 所 以 上 是 同 构 。 这 个 同 构 事 实 上 也 是 模 同 
构 , 若 E(f@g) =h, aEA, BEYW, (注意 af € 了 om (3 人 pg9E 
Hom(3, B)) 则 g((af)® (B89)) = (a BR 

由 于 (6. 站 的 右 方 是 内 别 "OY 模 ， 刻 开 方 也 是 站 里 [COV— 
模 . 口 

如 果 扩 与 只 不 是 有 限 维 代数 ,纵然 都 满足 升 链条 件 ， 两 个 内 
射 模 的 张 量 积 仍 未 必 是 内 射 模 ， 举 一 反 例 .- 设 半 =K[w],3= 
KK [yj] 部 是 域 上 一 元 多 项 式 环 ， 让 4=KK(wz), B=K(y) 为 有 理 函 
数 域 , 它们 当然 相应 是 内 射 2[- 模 与 内 射 8- 模 . 易 知 0@8 一 开 [w， 
四 为 二 元 多 项 式 环 ， 而 4@B 是 有 理 函 数 域 中 可 分 离 变 量 的 函数 
Ye)gi(y) 之 集合 ， 它 不 可 能 是 内 射 区 [w, 急 - 模 ; 例如 ， 它 不 
能 是 有 理 函 数 域 K(w, gy) (作为 K [wz, sj- 模 ) 的 直 和 加 项 . 

附注 ”五 十 年 代 末期 ， 域 及 上 两 个 代数 中 与 允 的 张 量 积 由 
oo 当 的 总 体 维 数 的 问题 曾 为 许多 同调 代数 学 家 们 所 注意 ， .其 关键 
当然 在 于 求 左 - 模 委 与 左 汰 - 模 B 的 张 量 积 AC@B 的 投射 维 数 . 
关于 这 个 问题 的 阐述 可 见于 周 伯 卉 在 < 数学 的 研究 与 评论 > 创刊 号 
(1981) 上 所 发 表 的 论文 “ 左 模 的 张 量 积 与 同调 维 数 ”” 关 于 到 为 
“一 般 交换 环 的 情况 尚 很 少 研究 . 


3$6 上 双 复 形 


”上 双 复 形 是 双 复 形 的 对 侦 概 念 ， 若 双 分 级 模 {mp 7€2) 
有 了 映射 9 与 6, 其 次 数 为 [1, 0] 与 [0>7 志 ,而 生 。 
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80=0, 85=0, 03 十 38 一 0， (6.1) 
如 CM, 8, 5) 为 一 个 上 上 双 复 形 , 于 是 ， 上 双 复 形 可 表 以 一 个 交换 图 


| 
“om 一 Mm | 一 一 一 入 Meee = a 
《 -26 ] J (6 .2) 
Pe —> Morri 一 > poker 一 一 ma 
1 | 


， - ， _ 


图 中 的 符号 因子 (一 1)? 当然 可 以 按 需 要 改 用 (一 1)? (一 了 9 
或 (一 1)?t+21 由 (6.1)，(6.2) 的 各 行 各 列 都 是 上 复 形 ,其 第 罗列 
复 形 的 第 g 个 上 同调 模 将 表 以 H*(M”), 而 所 有 各 列 的 第 g 个 上 
同调 模 为 一 个 单 分 级 模 {五 %(M)}, 它 事实 上 也 是 一 个 上 复 形 , 因 
为 由 6 可 引出 其 微分 .于 是 复 形 (8 0”) 的 第 mn 个 上 同调 模 
将 表 以 H" 了 “(MM) .同样 有 吾 ”(M), 它 是 所 有 各 行 复 形 的 第 Pp 个 
二 同调 模 所 组 成 以 6 为 第 分 之 上 复 形 ， 其 第 % 个 上 同调 模 将 表 以 
H"*HY(M). 

设 nn 让 ;定义 

72= I (6.3) 

而 当 t= {mC Mr pig= mn} 
时 , 定义 : 
rr 的) 一 {Om (m9) + 8910 1 (mrt1 0 ; p+g=}, (6.4) 
易 知 TT( 扣 ) ET 且 加 一 0 因而 得 一 个 上 复 形 “了, 75), 称 为 
(M, 6, 8) 的 全 复 形 , 也 记 之 为 Tot 4, 或 工 (注意 , 帮 以 是 双 复 
形 , 则 Jot 开 中 的 2 用 QD 来 定义 ， 而 当 必 是 上 复 形 时 ， “用 
来 定义 ,) 

对 于 (7,， z) 我们 定义 一 个 过 滤 外 ， 使 8B 全 为 了 的 子 复 形 ， 
Go7" 和 Go 7"CT"， 在 实用 时 还 需 加 上 条 件 站 po 


= "于 是 ,由 短 正 合 列 
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$7 DB, THB T/T 


得 长 正 合 列 
> HPT —> HD TT > HD iT /BT) 
-> 万 "+1(G IT >.…., (6 .5) 
人 Dr Hp, 
Er Hrd,_ /GT | (6.6) 
我 们 得 一 个 正 合 个 
» 9 1, 1} 


.\ fe 3.0) 


同样 作 其 导出 偶 ， 设 其 第 7 次 的 导出 侦 为 CD。 Bs $b, hr, 07) 
出 其 所 决定 的 说 序列 为 4B.}，B, 的 微分 为 d， 则 ,内 ,0 与 
依次 有 次 数 [ 一 4, 4],，[r,， 一 起 ，[0, 谍 与 fx, 1 一 ]. 

过 滤 $B 叫做 有 限 的 ， 如 果 对 任何 n， 有 =w 与 一 on, 使 当 
p> 时 , Dy1™ 一 0, 而 当 D< 时 ,0 一 了 

以 下 的 理论 都 与 5 3，8 4 相 类 似 ， 务 定理 的 证 明 几 乎 可 以 逐 
字 照 抄 ,当然 需 作 必要 的 改动 ,所 以 我 们 略 去 其 证 明 ， 

定理 18 若 过 滤 下 是 有 限 的 , 则 对 任何 p, &EZ， 有 7 一 
六 (2 9) 使 

(1) Er = Wr = 

(2) Em= DD, 1H?™ (7 /DH PD), 
这 里 ,Hrt?(TT) 的 定义 见 § 3， / : 
”现在 假定 (M，8，8) 是 第 一 象限 中 的 上 双 复 形 ， 即 ，M* 
的 p 与 4 仅 取 非 负 整 数 (其 它 的 Me 可 设 为 0)， 我们 取 二 jT" 一 
FE 则 过 滤 瑟 是 有 限 的 , 而 且 有 
”定理 1 m= HM?"). 
定理 人 5 BFR=H?rH"(M). 

定理 16 如 果 且 又 是 衰退 的 , 即 : "4 g 交 0 时 ， z=0, 出 

(1) ZE = Er 对 所 有 的 Pp 之 0, gq 过 0; 
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(2) BE”= BPH?(Tot M). 

证 (1) 车 gq 二 0, 则 用 =0， 因而 万 8 一 0( 它 是 已 训 中 两 个 
子 分 级 模 之 商 ),……， : 

车 g~0， 且 ”+ 之 2， 则 因 dl 的 次 数 [r，1L-- 门 ， 故 Im dgec 
到 to tt 一 0 (这 时 g 一 ?十 1 为 负数 )， 即 ，Kerdgo 一 再 pm 又 
0 tr 1 是 奋 9 tr 到 Bm 的 映 身 | ， 当 II 一 0 时 ， 丽 8 -etr~t 一 0， 
所 以 Br = B= HP. | 

(2) 让 n=p+g, H*~ H"(Tot M) 一 om 网 

0 了 GT 了 GT 一 0 


得 
HH" oD Ho.. ‘DDD._1H*IODH'" = (6.8) 

因为 | oi “Dra /gD, Hesta, 

故 Hr"~ BH"= BH" BH". 

又 因 0 一 五 和 +t -一 历 , 吾 "/G 万 "得 瑟瑟 "一 0， 


所 以 (6.8) 变 成 
H"~DoH"~ BD Hr"... = ,1H"IOD,H"~0. 

特别 B= 8B,..1H"/S,.H"= H". OD 

推论 车 召 衰 退 , 则 对 任何 %, 和 恒 有 

HH"*H™”(M) 一 五 "(Tot M). 

我 们 把 这 个 理论 用 于 下 述 的 情况 . 

让 (P, 9)->4 为 左 半 - 模 4 的 投射 分 解 ， 而 B>(Q, 3) 为 左 
当 - 模 的 内 射 分 解 ， ET ome 0), 则 得 一 个 交换 图 . 


| | 
。 = 一 一 > Mm -> Me 一 > --- 
ls | / (6.9) 
Dom 一 -> Man 一 一 > Monhe'i 一 一 一 
| 
: 8 


。 B01 。 


这 里 当 f€E Hom(P，Q0 时 ，am(j 一 Bo 5m(f) =6f、 由 于 
《9 为 投射 模 , Q" 为 内 射 模 , (6.9) 的 各 行 各 列 都 正 合 , 所 以 当 9 冯 0 
时 ,五 “(M) 0， 因此 由 定理 15, 当 g 关 0 时 , B 多 ~0, 所 得 的 谱 
序列 衰 旭 又 由 定理 16 | | 
EPR= H? (Tot M). | (6 .10) 

草 号 (6.9) 的 第 p 列 为 

Hom (P,, B)—>Hom (P,, 8")-—>Hom (有 QQ 一 
得 H°M” ~ Hom(P,, B). 
而 HH?H"(M) 恰 是 复 形 | . 
…—>Hom(P,1, B)->Hom (P,, B)-—>Hom(P,i, Be 

的 第 p 个 上 同调 模 , 它 正 好 是 Exih(4,B)， 我们 证 明了 . 

定理 17 若 (P, 日 是 4 的 投射 分 解 ，(Q，5) 是 BB 的 内 射 分 
解 , 让 以 w= Homs (Pp, 的 ) ,微分 为 6m 与 5%, 则 

H"(Tot M) = Exty (4, B). 


87 关于 @ 的 Kinneth 定理 
设 


(X, D> (7 .1) 
为 石 半 - 模 的 复 形 , 其 第 2 个 同调 模 表 以 如。( 万 ); 
(了 ,有 6) -> > 六 六 a (7 .2) 


为 左 站- 模 的 复 形 , 第 g 个 同调 模 表 以 五 (五 ) , 我 们 的 问题 是 , 下 
与 了 的 张 量 积 和 GO7 之 同调 模 五 ,(XOY) 是 否 可 以 由 fH,(X) 
与 及 e( 了 ) 来 决定 ,如果 能 决定 , 它 采取 什么 方式 . 

一 般 说 来 , 纵然 在 非常 简单 的 情况 下 , 所 提 的 问题 也 是 解决 不 
了 的 ， 因 为 在 一 般 情 况 ， 五 (总 @ 斑 ) 并 不 能 由 有 ,( 了 ) 与 H,(Y) 
来 决定 ， 举 一 个 例 . 取 外 =Z 为 整数 环 ， 及 与 Fo 都 是 只 含 两 个 
元 素 的 加 法 群 , 而 当 p00 时, 了 ,一 了 op 一 0, 易 知 卫 (XX@ 了 ) 为 一 
个 二 元 加 法 群 , Hi( 了 CQ@Y) =0， 了 下 取 中) 是 一 个 由 一 元 t 所 生成 
的 无 穷 循环 群 ,了 了 1 是 由 一 元 s 所 生成 的 无 穷 循 环 群 ,di (s) 一 2. 当 
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Dp 关 0, 时, 取 卫 ,=0.， 于 是 对 所 有 的 Pp, 恒 有 五 。() 一 瑟 s( 开 )， 
但 瑟 1 (XE 了) 是 一 个 二 元 加 法 群 ， 并 不 等 于 昌 1( 了 CY)， 这 说 
明 , 互 ,(@ 了 ) 不 能 由 五 ,( 于 ) 与 Ha(Y) 来 确定 . 

因此 ， 要 想 解决 所 提 的 问题 ， 我 们 必须 对 子 或 了 加 一 些 限 
制 ， 见 下 列 著名 的 

定理 18( 关 于 @O 的 五 tinnethb 定理 ) ”假定 (人, 4d) 与 (Y, 0) 
相应 为 右 站 - 模 与 左 中 - 模 的 复 形 , 且 所 有 的 Im 与 及 有 的 Ketds 
都 平 担 , 则 对 任何 呈 都 有 自然 的 短 正 合 列 : 

四 0 由 HX OH, (了 )>H, (XOF) 


> 图 Tori(H,(X), HaY)>0. (7.8) 


由 本 定理 立 得 
”推论 (Kunneth 张 量 公式 ) 若 复 形 ( 荆 ， d) 中 所 有 的 Kerd, 
与 所 有 的 瑟 ,( 了) 都 是 投射 模 (例如 中 是 半 单 纯 环 的 情况 ), 则 有 
四 ,里 ,Hs(X)OH,(Y) Ss H, (XOF). (7.4) 
证 由 短 正 合 列 
Im dosiy>Ker ds 厅 ,( 子 ) ， 
并 因 万 ,( 卫 ) 是 投射 模 ， 知 人 erdsIm dp 有 (对)， 因 而 
Im ao 也 必 是 投射 模 . .由 于 投射 模 必 平 坦 ， 故 有 (7.3). 又 因 
五,( 耻 ) 是 平坦 模 , Tori( 肪 ,( 对 ),， Hes( 了 )) =…0, 故 得 (7. 人 多. 口 
现在 来 证 明 (7 .3). 
令 Bo= moad,= Bs_1, Op Koer od,; 
B=ImoO,=B,.;, C= Ker odo. 
于 是 H,(X)=0,B,=0,/B,s,, 
H a (Y) Co/B, Co/ 了 g+1 
由 于 好 是 平坦 模 , 故 由 短 正 合 列 
0, I,» B, 
(这 里 的 是 向 入 映射 ) 得 短 正 合 列 ( 第 三 章 § 10 推论 1) 
OCOY 一 到 sO a—» BCOF a, (7 .5) 
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再 定义 两 个 复 形 
(O, 0) Oo > Os > Oo > 

(B', 0)… > Bot > BS By_1 >.., 
则 由 (7.5) 得 短 正 合 列 


(7 OD + (a@®e) 委 


四 ww 


(oaG@P) ,989 (XOY), 
因此 有 复 形 的 短 正 合 列 
OBY TO SBOY. 0.9 


于 是 从 同调 正 合 列 定理 ， 我 们 有 长 正 合 列 
SH BOF) EH,(OBY) Ts E H.(X®Y) 
SHBODS .7) 
先 计算 万 ， (B®Y). | 
以 到 表 复 形 BEY 的 微分 ， 则 当 加 一 OpCOWn pi peEzje 
(B'@Y), 时 ， 72 (加 ) = {(—1)?b, Q@a _o (Yn_s)}， 这 就 是 说 ,， 若 纪 
的 第 2 个 分 量 是 之 pr Gyr-n 则 rz (加 ) 的 第 2 个 分 量 是 
(—1)? bs CO -sn 中， 因此 有 
可 Im 7 Im (e8), 
与 Ke rz 一 人 erf(eGD) 。 
又 因 如 , 平坦 , 故 从 Co>>7oB 得 
BCy>BICQ7 » BDF, . 
Imz?'~Im(s0) ,= (BOB),~ (BOB),1, 
Ker vw? — Ker (ae®0) 一 BO (BO) -+ 
(我 们 在 本 书 中 始终 以 8 来 表示 单位 态 射 或 恒 等 自 同 构 , 虽然 常常 
未 明确 标 出 它 是 哪 一 个 模 的 恒 等 自 同 构 ， 但 其 意义 是 自明 移 ,) 于 
是 , 从 短 正 合 列 (Bp 是 平坦 模 ) 
BBB BOO _» BQH ¢2 


所 以 
(7 .8) 


得 
® 30%4° 


H.(B'OWY) 一 玫 erYy3 /Imvi™— Ker(sC0),/Im (ed6) nr 
=- (BO0), BOB) = (BOHY)), 


z 一 (DG 已 (了 ))n i. 9) 
同 理 . 

H,(O®Y) = (OH (Y)).. .10) 

将 (7.9) 与 (7.10) 代 入 (7.7) 得 正 合 列 站 

> (BOH (YF) OD H(XOY) 
GO pOHY)), S77.11) 
于 是 有 

Qok ,1 H, (XOY)» Kerb,. (7 .12) 


与 (7 .8) 相 比较 ,关键 在 于 求 得 6,， 为 此 ,我 们 把 9. 人 6) 重 写成 下 列 
的 交换 图 


一 一 =e (C6 y )}n -2 (CO 了)a- ea oom 
jg@e。 ] 


a mm om (XGO7)， _ CX 了 Dat = oe 他 .19) 
dD 


rm 
~- ”> (BOY)s 一 > ABOY) 一 >” 


由 第 二 章 $ 2 中 所 述 连接 映射 8 的 求法 ,车 uwE€ Ker v5, [为 其 在 

五,(B'@T) 中 的 相应 元 素 ( 即 于 自然 同 态 区 er rz-> 瑟 ， (B'CX) 
下 , 所 取 的 象 为 [tj ， 以 下 的 口 均 表 此 意 )， 取 #E (XOY),, 使 
(0@e) 由 = 刀 那 么 , 0,([w]) = [四 E 事 :COGQZ) 的 意思 就 是 。 
CE Kervsi,， MOO8)n_1(09) 一 mm 的 . 现在 取 9: 2 Ow 为 嵌入 喘 
射 (注意 ,BECo-) , 则 从 | ; 

np Bq: BOY onere 
得 
(ne), (B' @). > (OOP) 
因而 有 同调 映射 
(nO8) un: H, (B®Y ) 一 五，: oem 网 
由 (9.9) 与 (3.10),，H,(B'@Y)= (BO@H(Y)),., H.-1(OFY) 
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= (0O@H(7)),i, 故 当 BWEB,, c.g EC 时, 
z (nC08) 关 ({550 Ee,_so] }) 一 {ny (bs) 的) [6,_»1}. 

我 们 证 明 ，(w@s) ws 恰 等 于 0,， 为 此 ， 让 w= {026,_p} EE 
Ker vr , v= {nm (0p) Co 人 取 zpE 了 使 dy (zo) =55, 取 t= {zwp@Q 
Cn-g}， 则 (dC98) (二 Tn) = (W082)w-1(V)， 故 由 如 的 定义 ， 
9.) = [vj]. 但 [wj] = {25® [orp]}, [2] = * {7p (09) [casj}, 所 
以 一 (Ge 

取 短 正 合 列 B, 闻 O01 及 ,1 (全)， 则 由 关于 Tor 的 长 正 合 
列 定 理 , 并 由 O61 平坦 , 得 正 合 列 : 

0= Tori(Op_1, He(Y))->Tori (Hy 1(X), H,(Y)) 
—~> BWH,(Y)—>0, ,WHY) 
>H,-i(X)OHAY)—0, : (7 .14) 
因而 有 
,© Ton(H,(X), Ho))> ® (BOHY)) 


eo ,BUDOH TI)» @ ,H,(X)OH, 四) 


| (7 .15) 
注意 到 Ge@a。-e ,由 ， (BOHaY )) ~ mi 由- 


(Os HF)) = _ (0@®H, (了 ))。z, 我 们 有 
Kert,= ,OD ,Tori(H,(X), Hua(Y)); 


Cok,= 四 HX)OHD. 
+g=n—1 


代入 (7.12) 即 得 (7.8). | 号 
需要 指出 ， 在 他.11) 中 ， (GOs) 把 (CO@ 五 (7)), 映 成 


Cok ,+1， 也 就 是 把 Im 9,41 上 映 成 0， 并 且 因 为 (BOH (D5 


(CC 有 HH (了))。, 中 的 元 案 相 应 地 都 是 由 {2511@ [eol} 与 {ep Few]} 
这 样 的 元 素 所 生成 ,所 以 在 把 {2541 的 [cqj} 映 成 0 时 ,也 就 把 {cp 全 
[cj} 映 成 {[cs] fecal } € (H(X)OH OY)),, 而 /是 反 {fen ® 
[eoj} 映 成 { [cpGOc0] } EE 五 (全 CY) 的 映射 , 六 半 请 汪 扶 
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本 
| 


正 合 列 @ .3) 的 自然 性 是 明显 的 

我 们 考虑 7 .3) 的 可 裂 性 ， 先 需 两 条 引 理 . 

引 理 1 设 并 为 遗传 环 , { 万 ，2pEZ} 为 分 级 中 横 , 则 有 一 个 
由 投射 模 所 组 成 的 复 形 (P, 全 ,使 其 间 模 互 ,( 了 ,网 为 互 。 同 构 . 

证 对 每 一 个 了 EZ 取 一 个 投射 模 9, 使 有 短 正 合 列 


矶 , 汉 9， -> 万， 


这 里 me 是 嵌入 映射 ， 令 工 "一杯 ，:Q， 则 因 A 是 道 传 环 ， 到 -+ 是 
投射 模 Qe 的 子 模 , 故 为 投射 模 ， 因而 P, 是 投射 模 . 当 (Wp-1, gy) 


EP 时, 令 dp lwpi, gy) 一 (0, Wo EPo-1, 则 得 dp-1ds 一 0, 所 


(P,Q) 为 一 个 复 形 ,由 于 Im dd, 一 Ws-1, Kerd 一 Qs, 故 站 ， C， a 
= Ker dy/Im d= Qo/ WH,. 口 


引 理 % 设 (P, 与 (Y, 人 0) sage 江上 的 复 形 ， P， 都 是 


投射 模 , 且 对 每 一 个 pEZ, 都 有 模 同 态 H,(P) >H, (X ), 则 有 有 


复 形 庙 射 f: P-> 了 ， 耻 同 调 世 射 7 oo， z 
证 到 万 ,一 Im dp,s, Cp — Kerd,;; 
: b=Im rrs, Oe ~KerO, | 
则 因 区， 与 0。 都 是 投射 模 P， 的 子 模 ， 而 时 是 遗传 环 ， 放 名 与 刀 
都 是 投射 模 , 因而 有 交换 号 


B, > > Co Hi 
ly i | 
gd Y 9 
A 
与 
Bt 
> : , z 
~ Bp 2 / 
7 .17 
rd I : : 0? : ) 
4 


又 队 短 正 合 列 Co>PowB,-， 知 Po 兰 包 -:@Cs， 认 定 刀 就 是 
B,-109, 则 当 (by-1, 69) E Ps 时 , Gp (by-1, 09) = (0, 69-1) € Bos 
» OT * 


四 C， := PP,-1。 定义 | 
fs (bp_1, Cp) 一 — Bei G13) + Gy € 7， 
(网 9 与 中 的 定义 均 见 于 (7 .16) 与 人 (710))， 则 
Obfs (Bb,_1, Cg 一 Doqo-: (bp_1) : = -1 (by-1) € Bos, 
fo-_1ds (pv Cy) =- fo_1(0, 6,-1) bo (bp_1) 一 风 p-: (81) ) 
因此 了 是 复 形 (P, 办 到 ，9) 的 复 形 映射 ， 而 (7.16) 中 的 加 是 


万 在 天 erdo 一 cy 上 的 限制 . 所 以 f,9== gy. LD] 
下 列 的 还 理应 该 认为 是 上 tinneth 定理 的 第 二 部 分 ， 这 里 要 求 
4 是 左 遗 传 环 ; 


定理 19 (关于 名 的 Kiinneth 列 的 可 烈性 定理 ) 设 外 为 中 
传 环 , 复 形 ( 写 , 0) 中 每 一 个 Xs 都 耶 坦 ， 则 《7 . 9) 式 成 立 且 可 烈 但 
可 裂 性 不 一 定 自然 
证 由 于 泪 传 环 上 平坦 模 的 子 模 也 仍然 平 坦 (第 四 章 § 9 定 
理 29 的 推论 ), 故 Im dy 与 Kerd, 都 平坦 ， 所 以 定理 18 的 条 件 全 
部 满足 ,因此 有 (7.3). 

我 们 将 分 两 种 情况 来 证 明 (7.3) 的 可 裂 性 . 

先 假定 所 有 的 之 ,与 了 。 都 是 投射 模 . 仍 用 定理 18 的 证 明 中 
所 用 的 记号 ， 有 可 裂 的 短 正 合 列 (op 与 mo 都 是 嵌入 映射 )》” 

OS Io» By 


与 
Cs SY a Bae, 


于 是 有 满 同 态 四: 开 ,-O， 与 :了 ,50 使 wyps 和 = 8， zona= 8. 让 
bo:Oy—> Op/ Bp 一 昌 ,( 玉 ), 由 :Co 一 Cao/ Ba~= HolY) 为 相应 的 自然 
- 同 态 , 再 让 fp 二 Py7T7p，9p 二 err 员 则 有 1 
因而 frOgqo: 人 9 了 一 万， (XX)COHaY ), 

(fq),: (KC) "» CD H, (XOHA(T). (7.18) 
任 取 zpr1 Epyyy 设 gil 一 0pE BoCO5, 则 有 fodpri(rpr) 一 
fs (Ty) = = ps (vy) = 0, 让 fpdy+i = 0., 同 理 quOq+1 一 0， 因 此 ， 车 以 
了 表示 复 形 XCY 的 微分 ， 则 (jcog)sros 一 0， 即 ，Jm vwii 持 
Ker (fg9)。, :于 是 , (7 .18) 中 的 (fg)。 可 引出 

* BOBs 


:Hi(XOY)-> 申 H,(X)OHY), 

其 中 当 +EKerm 时 , (Fog) 的 一 (站 )， 特 别 , 车 6, EO0p, ceE 
C,, Pg=n, 则 显然 t= (…， Cp CO Cg, “…) EKerr,, 县 [#] 一 (~, 
[we@cd],， …), 这 时 五 (办 ) = 四 [cy]@[6g. 与 的 定义 相 比较 ， 


即 知 ww= 8, 所 以 7.3) 可怕. 

现在 转 到 一 般 情况 ,1 为 遗传 环 ,下 ,都 平坦 ， 由 引 理 1 与 2， 
有 由 投射 模 所 组 成 的 复 形 (P, @) 与 人, 栈 ， 以 及 复 形 映 射 f: PP 一 
了 了,g: Q> 了 ， 使 同调 映射 fw: HCP, d)-> HH,( 了 ,与 gon: 
万 ,(Q, 四 一 电 ,(Y, 0) 都 是 同 构 . 由 (7.8) 的 自然 性 ,我 们 有 交换 图 


?是 -1 P) GPUCO)> 一 > Hn(POO) 一 Bo Tor (Hg CP), He (Q)) 


| | 


Be HD BUY)» H» (XOY) > -or CH, CX), HoeCYY) 


(7.19) 
两 端 维 箭头 所 表达 的 同 态 遇 都 是 同 构 ， 中 则 的 纵 第 头 当 然 也 是 同 
构 ( 五 引 理 )， 于 是 ,第 一 行 既 可 裂 ,第 二 行 也 必 可 裂 ， 
上 述 的 可 和 裂 狂 并 不 一 定 自 然 . 举 一 个 例子 , 设 半 一 之 为 整数 环 
( 它 是 遗传 环 1)， 子 6 与 节 ; 依次 为 由 sv6 与 wi 所 生成 的 无 穷 循环 
群 , di (wD) 一 2xo, 再 当 罗 天 0 时, 令 了 , 一 0, 取 了 1 为 由 wi 所 生成 
鸭 无 穷 御 环 群 , $1 (zw) 一 v1 于 pl1 时, 令 革 ,一 0, 又 取 了 ow 了 6。 都 
是 由 所 生成 的 二 阶 循环 群 ,2y 一 0, 而 当 g 交 0 时 ,了 c= 了 0=0, 并 
令 燥 = 67y,。。 其 体 计算 即 知 Ho 人) 对 Hol(Y) ~ Ho(Y’) 一 人 /人 2) ， 
0 衬 Z, 而 其 余 的 HH,( 全 )，H,(X')， HL(7) 与 耳 .( 耻 均 
.从 (XY)oS (XP) ST/(2), tT1=0, 与 (FOF') =0, 
Ce Z/(2), TT =0， 得 Hi(XOY) 守 GZ/(2) Hi(X'O 
了 了)， (go 一 s， 再 算出 Tori (Ho(X)，Ho(Y)) = (2)@Z/ 
(2) SZ/(2), Tori(Ho(£), Hol? ))=0， 代入 Kiinneth 列 
((7.3) 中 %=1 的 情况 ), 并 由 自然 性 , 得 两 行 均 短 正 合 的 交换 图 . 


。 909 。 


0 —> 2/(2) 一 一 人 zh 


| | | (7 .20) 
| 2/(2)—> zj/(2) -一 -> 3 0 

如 采 把 4 个 横 第 头 都 : 润 转 方 辐 , 单 改 满 ， 满 改 单 ( 纵 箭头 不 变 ) 则 
两 行 仍 短 正 合 (Kiinneth 列 可 裂 ), 但 这 样 改过 以 后 的 图 不 再 可 交 

换 ， 因 此 ,就 本 例 而 言 ,Kiinneth 列 的 可 裂 性 并 不 自然 ， 
但 是 ， 如 果 诸 了 ,中 只 有 一 项 Yo= 4 不 为 0， 那 丸 ， 所 述 
Kiinneth 列 的 可 异性 对 4 仍然 是 自然 的 .这 就 是 : 
定理 20 (同调 泛 系 数 定理 ) 设 中 为 遗传 环 ， 复 形 ( 马 ， 四 中 
各 项 闷 ， 均 平 坦 , 则 对 任何 %- 模 4， 任何 mEZ, 恒 有 可 裂 的 短 正 - 
合 列 


万 (了 JJGQ4 为 HFHA)S » Tori(H,-1(¥), 4), 


.21) . 


可 裂 性 对 4 自然 ， 
证 ”当然 我 们 只 需要 证 明 (7.21) 的 可 裂 性 对 44 是 日 然 的 . 
先 设 所 有 的 了 ,都 是 投射 模 , 仍 让 0 一 Kerd,, B, 一 Tm det 
mn: : 太 Or 0 :OpO[ 也 一 万 ( 工 )， 太 一 dr 则 得 
ffDe: XDASH, FDA. (7 .22) 
由 于 (f,8) (de) 一 BorndnriO8 一 0, 故 由 (97.22) 可 得 
ww:H,(X.A)—»H,(X)A, 
这 里 当 vw 分 ™» asE Ker dn) 了 时, ou) 一 之 [mr ©) 


Cu. 
设 0:4->A， 则 有 交换 图 : 
,4 “8, HD OA / : 
\:@o 站 | .28) 


XDA > HX BA 
奉公 ,€ Ker Ga, C84)， 则 (so) (ww) 必 属于 Ker ds, 又 车 V : 


* I 。 


[Im (dcCoOea) ， 则 (so ) (中 必 属于 Im (d+1C9 e847) ， 所 以 由 (7 .23) 
可 得 交换 图 , 


HX®D —> HWA 
| | (7 .24) 


H.(XHA) —> Hn(XIOA 


所 以 已 是 一 个 自然 变换 . 

现在 考虑 一 般 情 况 ， 设 去, 都 是 平坦 模 ， 则 有 一 个 由 投射 模 
P, 所 组 成 的 复 形 (P, qd), 使 互 ,(P) 全 旦 ,( 对 )， 以 由 表 复 形 映射 
(P, d)—»>(X, 0), 则 由 (7. 20) 的 日 然 性 , 有 交换 图 

H.(P)OA > 一 -> Hs PA) —» Tor (Hart (py, 用 


| | | (7 .25) 


HNOAP——> HXDA ——% Torl Hot (CX), 4) 
两 疾 的 纵 箭头 既 为 同 构 ， 中 加 的 纵 芋 头 也 必 逢 同 构 . 于 是 ， 0 4 
->4, 则 站 


H' p& A 一 > H,(P®A 


| | (07.20) 

Ha(POA) 一 -一 > APBL 

可 交换 , 故 必 有 交换 图 
H,.(XW A> H,(¥) G@4 0 

(7 .27) 

H.(X ®A)—=H, (XX) OA 

附注 ”本 节 以 及 $9 中 的 证 明 都 见于 Heller，A.，On the 

Kiinneth Theorem, Trans. of AMS., 98(1961), 450—458. 我 

们 只 不 过 在 一 些 关键 的 地 方 多 说 几 句 话 ,使 得 稍微 容易 读 而 已 . 定 

理 18 是 这 条 定理 的 最 一 般 的 形式 ， 而 Helier 的 证 明 是 最 早 的 证 
.B81e 


明 .用 谱 序列 的 理论 也 可 证 明 本 定理 , 看 起 来 似乎 短 一 些 , 其 实 如 
困 将 各 步 都 交代 清楚 , 所 占 篇 幅 并 不 亚 于 本 节 的 证 明 。 因 此 , 我们 
仍 采 用 了 原来 的 证 法 . 


$8 复 形 的 Hom 


在 第 三 章 中 ,我 们 看 到 ， 函 子 @ 与 Hom 有 着 许 多 相互 对 侦 
的 性 质 ， 因 此 ， 我 们 在 讨论 了 复 形 的 @ 以 后 ， 自 然 会 想到 复 形 的 
Homn 
假定 
也 (KF, OT SR (8.1) 
(7 ， 3)…-> 卫 -> 了 1 一 >…。 (8.2) 


都 是 左 半 - 模 的 复 形 ， 我 们 要 恰当 地 定义 它们 的 Hom. 首先 ， 让 


> (8.3) 
”于 是 可 得 一 个 交换 图 


| ] 
»* > Hom(X',, y) >Hom(¥' ,1, FY )—>.… 
| 全 . (8.4) 
“om -一 上 om (1 Yi) > 
. 人 


这 里 当 fEHom(X',, YY,) 一 再 om (了,, 了 0) 时 
z 0 (f) 一 /oa 
CD 力 一 0oj/， 加 
于 是 (8. 细 给 出 一 个 双 复 形 (只 需 将 8 乘 上 一 个 符号 因子 ) 
定义 11 令 
Hom (X, 7) ~ I Hom(Z2 YO~ I Hom (£.,, YO 
= 县 Hom (X 9; Y ,9) 2 


人 人 3。 


| 


这 就 是 说 , Hom (了 ,了 ), 中 的 任 一 元 户 都 是 一 个 集合 fn 一 {fpin+; 
EHom( 了 对 ,， 了 ,4g); PEZ}( 注 意 Jfy,ntp 的 足 码 的 含义 。 再 定义 
va fo) 一 mr {fontel) = {(—1) "tf root 

+Ontptif p41,n4+9+11 人 全 之 上 (8.5) 
由 于 方 ， n+pOp+1 与 Bustpri fpr, 十 轨 十 儿 都 和 Hom Cet Yitst1) 中 故 
Ta (fo 1 E Hom (XX ， 上 ) -1 如 图 和 


Hom (到 | 
Hom(X p41 Yt p+1) Hom 0.07 Ft) 
Hom(X,, Ynits) Hom(Xs1, Ynys) 


Hom (Xi VY ,1+p_1) 
(8.6) 
上 一 条 斜 虚 线 上 诸 Hom 之 工 是 Homa( 下 ， 7 下 头条 证 
Hom (对 ,了 ),_1; 实 箭头 之 和 是 mw ( 横 箭 头 需 考虑 到 符号 因子 ). 
易 知 vwrvwri 一 0, 因此 , 所 有 的 Hom (对, 了), 之 集 是 一 个 以 人 为 其 
微分 的 复 形 ， 此 复 形 将 记 之 以 Hom(X, 了 ). 
在 75 的 定义 中 取 符 号 因子 (一 1)"*, 其 目的 在 于 可 得 到 直列 的 
定理 . A 
”定理 2 ff 一 {fpp; PEZ}ERKer svo 当 且 仅 当 它 是 复 形 ( 信 , 0) 
到 (了 ，2) 的 复 形 了 映射 ; jm ETImv 当 且 仅 当 f30 网 伦 。 而 
g 是 同 伦 映射 ,g:f 人 0. 
证 Yo( 力 一 0 表示 对 所 有 的 pEzZ 都 有 , as 
js 故 了 一 Lo 为 复 形 瞻 射 . 
者 f {f pp 上 一 1 (9), 风 了 sp ™ 9y, 1 Breagerinss . 圾 9 
fo0. 口 . 
复 形 的 Hom 的 日 然 性 才 现 在 


定理 如 者 $9:(X， 9 ”CC 仿 与 由 (了 ， 9) ， 信者 是 


复 形 映射 , 则 
GD 有 交换 图 - 
Hom(T, Yh 一 > HonCE Tye 
Homcg, 0. | | | (8.7) 


Hom (X.Y)。 一 一 -> Hom(X 了 7 
这 里 的 + 与 ?是 有 关 复 形 的 微分 , 而 当 记 -~{jfrne 
Hom (有 £,, Ytp); PE Z}H: 
Hom (g, vn (Ff n) = pnp fp ntspso; PE LL 
如 图 (8.8) 所 示 


a 


也 ”op 
¢ : jj (8.8) 
Ks Ds ;SKS ， 
(2) 车 $$, JyT, 则 Hom($, 1) Hom($, PD 
(8) 车 (XX, 旨 对 (ZX， VII, 6) <(Y, 习 都 是 复 形 同 构 ， 
则 - 
Hom ( 式 ， ) Hon(Y, Y) : 
也 是 同 构 . 二 
证 ”具体 一 算 便 知 . 
我 们 在 定义 Hom( 子 ,了 ,时 ,用 和 而 不 用 龟 , 旭 的 在 于 能 得 
到 下 列 的 相伴 性 定理 , 它 是 第 三 章 §9 中 的 相伴 性 定理 的 推广 (由 
模范 畴 推广 到 复 形 范畴 )， 不 过 为 了 叙述 与 证 明 方便 计 ， 我 们 这 里 
主要 考虑 在 妆 - 模 与 右 兴 -~- 模 . 
定理 她 设 (4, 9) 为 右 多 - 模 的 复 形 ，( 好 辐 是 左 虹 右 允 - 
双 模 的 复 形 , (H, 3) 是 右 由 - 模 的 复 形 , 则 有 群 复 形 的 复 形 周 构 : 
w:Homa (A, Homy (HM, 8))—Homy (ACOM , &) 
加 (8.9) 


-Ibs 


(注意 ，Homa(MW， 丽 ) 是 一 个 右 江 - 模 的 复 形 , 而 4GOM 是 一 个 证 
3- 模 的 复 形 ). 
证 为 了 简化 记号 ， Homa ACOM 下 面 的 和 (与 8) 都 省 挤 


读者 应 该 清楚 这 些 Hom 与 @ 是 对 哪 一 个 环 取 的 。 

任 取 三 个 整数 2, 9 与 %, 则 由 第 三 章 $9 中 的 引 理 , 我 们 有 和 群 
同 构 ， ,| z : : z 
wpan: Hom (A,, Hom (Mo,-,, BE,+q) )—>Hom (ACOM,_», Brta) 

Pp,a pnta > fp,a-p, ntq; : (8. 10) 
这 里 当 a € A,, mE M,. ”时 ， py, Q—p ,nta (GQ) (Cm) = fy, G 一 外， n+q (GCOm) 
=6C Knta. 
让 “固定 , 双方 都 取 下 , 则 得 同 构 
On: :1 Hom CAs, Hom (M,, _yp) 及 ，)) ， 
-> Hom( A, M,,, Bnra). (8.11) 
由 于 和 
Il Hom (A,, Hom CU 辟 ,:。)) 
一 Il Hom (As, 也 Hom (Moa- -9 Bnta)) 
一 由 Hom (4 Hom (M, EK) n+9) 
Hom(4, Hom (MM, FH)),, 
并 从 第 三 章 86 的 引 型 。 
[TI Hom (4, My_,, Entra) -1 Hom (PA Mo- sp, Enta) 
-I Hom((A@®M),, BO =Hom (A@M, DT， 


所 以 (8.11) 中 的 on 事实 上 给 出 了 群 同 构 
wr: Hom(A, Hom (M, EH)),— Hom (A®M, BE). 
p+ = (dr 《一 pn 二 G 这 € 之 上 2 LZ} {fp, -gna 
/ PELIIGELT Tf. | (8.12) 
让 7T，T，T 与 7 依次 表示 复 基 Hom(4, Hom(M, BH)), 
Hom(A@M, 也) ，Hom CU 如) 与 4 他 MM 的 微分 ， 那么 ,经 过 比 
。315。 


较 复 杂 但 却 是 机 械 的 计算 ， 对 于 (8.12) 中 的 办 将 可 以 有 
Ca_iTa (nr) 一 Tw ($s) , 即 , 有 交换 图 . 


Ta 
Homt a, Hom CM, Ey»: —> Hom(d,Hom (ME a-s 


(8.13 
oo | | 和 ( ) 
Homt AWM, E)a mm Hom ( 14QM， E)s- 


所 以 是 复 形 映 射 。 定 理 得 证 . 


99 关于 Hom 的 Kiinneth 定理 


与 定理 18 相对 偶 , 我 们 可 以 用 基本 相同 的 方法 来 证 明 下 列 的 - 
关于 Hom 的 Kiinneth 定理 .本 节 中 , 外 是 一 个 左 遗 传 环 , 所 有 
的 模 都 是 左 模 . 

定理 2 设 ( 工 , gd) 与 (了 ,， 8) 都 是 %_ 模 的 复 形 ; 而 所 有 的 三 
都 是 投射 模 , 则 有 自然 的 短 正 合 列 


I Ext (H,(X), Hants(¥Y))— H.(Hom (4, ¥)) 


II Hom(H,(X), Ho(Y)). z (9.1) 


证 ” 仍 用 $7 中 所 用 的 记号 , 令 
Pop 一 IJm oo 一 忆 1， Oo= Kerdy 
Bi~Im8,=B,.1:, Oo= Kerd,, 

于 是 有 短 正 合 列 

Oo— 么 9 一 一 》 By, 


Co— 7 ——» 万 ， (9.2) 


由 于 扫 是 遗传 环 , 久 ,与 站 9 1 都 是 投射 模 , 它们 的 子 模 也 都 投射 ， 
所 以 Os 与 Bg 部 是 投射 模 ,因此 对 任何 了 ,ig 恒 有 短 正 合 列 
Hom (B,, Yis)>> Hom (Xs, Yrp) —» Hom (O, pF 4p), 
(9.3) 
司 样 取 复 形 (0, 0) 与 (B8'。0)， 则 得 复 形 的 短 正 合 列 (以 8 了，5 与 


» 16 s 


， 


8 玫 下 列 三 个 复 形 之 微分 ). 


Hom(B’, 了 ) > 一 ?》 Hom(X, 疡 )- 一 > Hom(O, FY), (9.4) 
于 是 有 长 正 合 列 


…—H,.(Hom(B’, 了 )) 一 ”> H.(Hom(¥, )) 


”A,(Hom(0, 7)) SH (Hom (B', Y)) 
ye (9.5 
先 计算 互 ,(Hom(B', 了 7))， 由 复 形 的 -Hom 的 定义 ,车 fn+e 
Bom CB Yrs), fr = {fonts PEZ}EHom(B, F),, 则 
52 (f,) — {On fonig; PEZ}, 所 以 , 62 = {Hom (8y, On+3); PEZ} 
= Hom (8, 0),, 这 里 的 Hom (gps Onty) 表示 由 Oyp: 了 rp 一 > 了 rp-1 
所 引出 的 映射 Hom (By,, 了 ,ip) 一 Hom(B', 了 64g-1)， 由 于 Bs 投射 
(这 里 用 到 了 投射 这 个 条 件 ， 仅 要 求 平坦 是 不 够 的 ) ， 族 从 短 正 合 列 
得 Op >Y ns —» B's, 
Hom (B,, 0,4) > Hom(B,, Y's) —» Hom(B,, 也 
所 以 . Im 56% 一 ImHom(s，D) ,~ Hom(B’, B'),, 
Ker 52 = Ker Hom 人 8, 0)»= Hom(B’, C) 
再 从 
了 om (By, Bb.,), >>Hom (B,, Oy) -»Hom (B,, HalY)), 
得 : 
H.(Hom(B’, Y)) = Ker6?/Im 32 — Hom (B’', H (YT)), 
~ Hom(B, H(Y)),. z 
同 理 Im6:=Hom(0, B), Kerd! =Hom(O, 0)% 
H,(Hom(O, 了 )) =Hom(O, H (Y)),. 
代入 9. 5), 得 
.一 > Hom (O, HF) 2 史 Hom(B'， He 上 
—” H,(Hom(¥, FY)) -> Hom(0, H(Y)), 
一 > (9.6) 
与 $7 中 的 办 法 相同 ， 若 让 7p: By 一 061 为 撕 入 陕 射 ， 则 9,41 一 


* BT" 


\ 


Hom (m,,e), 它 把 fo_unts E Hom (Op_1, 万 ,5 (了)) 变 成 了 p11n+97)s 
”€Hom(B,, Hnrp(7)). 再 从 
Pp p+i">*Op—» »( 芝 )， 
得 (0, 是 投射 模 ) 
0—> Hom (H,(X), Hrs (YF))—>Hom(O,, Hrp (Y )) 
> Hom (Bsn, Harg(Y))—> Exti (Hy(X), Harg CF)) 

Exti(0,, H,rs (YT)) =0, (9.7) 

与 (9.6) 相 比 较 , 即 得 : 
Im ww ~— Ker ,~ [IHom (H,(X), Ho(Y)) 


lm Tn 一 Hom (B ， H (Y) ) n/ Tm0,r1 
-J Ext (H,(X), Hrs(Y)), 


代入 (9.6) 即 得 (9.1). 

关于 自然 性 ,车 加: (XX, gd) 下 (时 , 辐 与 $:(Y, 90) 二 (了 司 都 
是 复 形 映射 ,那么 , 由 定理 22, 有 映射 ($, 各， 它 把 有 关 闷 与 也 
的 Kiinneth 列 变 成 全 ,了 的 Kiinneth 列 .特别 , 若 几 与 由 都 是 同 
” 构 , 则 下 与 了 的 Kiinneth 列 也 与 对 ,了 的 Kiinneth 列 同 构 , 口 

我 们 看 到 ， 本 定理 的 证 明 实际 上 完全 是 一 步 一 趋 地 仿照 定理 
18 的 证 明 , 只 是 把 @ 换 成 了 Hom， 并 作 适当 的 修改 ， 如 此 而 已 
并 没什么 新 的 技巧 . / 

”用 定理 19 的 证 法 ， 当 然 需 作 适当 的 改变 以 适应 目前 的 情况 ， 

可 以 证 明 , (9.1) 是 可 和 裂 的 . 同样 可 以 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 可 
裂 性 不 一 定 是 自然 的 . | z 

如 果 我 们 改写 了 om ( 子 , 了 ) ,为 Hom(X, 了 )"， 而 当 f€ 
Hom (对 ,了 )_，, 时 ,定义 "(有 一 7,( 用 , 则 因 7_,(f) EHom( 了 ， 
了 ) ,1 一 Hom( 卫 ,了 )"+!， 所 以 {THom( 瑟 , 了 )” vr} 为 一 个 上 复 
形 ，H"(Hom (和,， 了 )) 为 此 上 复 形 的 第 % 个 上 间 调 模 ， 注意, 
H*(Hom( 久 ,了 )) 就 是 H.,(Hom (X,Y 了 )). 

将 (9.D 中 的 ww 改 成 -wn, 即 得 

1 Ext (Hy), Hntits (¥))» >H "(Hom 3 二 0 


9 3be 


STHom(Hy(X), .8) 


假定 复 形 (了 ,28) 只 有 一 项 , 即 ,7o= 4, 而 当 g 大 0 时, 了 一 0， 

于 是 当 9=0 时 互 o(F)=4， 而 当 9 关 0 时 ， 互 。( 了 ) 一 0， 代入 到 
(9.8) 就 得 到 : : 

定理 25( 上 同调 泛 系 数 定理 ) 设 江 为 遗传 环 ，( 层 ,dg) 为 时- 

模 的 复 形 , 4 为 任 一 3- 模 , 则 有 短 正 合 列 
Exty (H,_1(X), A)»>H"(Hom (X¥, A)) 

MAHom (CH,CX), A). (9.9) 

证 在 (9. 3) 中 最 左边 的 p 只 能 等 于 n 一 14， 最 右边 的 p 只 能 

等 十 nn. 口 


S 10 和 零 调 模 与 Cnothendieck 谱 序 列 


我 们 介绍 一 种 非常 重要 的 详 序 列 ， 称 为 Srothendieok 测序 
列 , 来 结束 本 章 . 
我 们 将 从 零 调 模 的 概念 着 手 . 
定义 1 ， 设 刀 是 直 3[M 到 8M 的 一 个 加 法 ( 共 变 或 着 变 ) 本 
子 , 若 44 是 一 个 中 模 , 且 于 2>I 时 , 恒 有 ZeB4=-0, 则 4 为 一 个 
右 五 - 零 调 模 ; 车 对 任何 p>>l, 恒 有 To84 一 0 则 4 为 一 个 左 严 - 
零 调 模 ， 这 里 RF 与 LF 表 马 的 右 导出 与 左 导出 函 子 . 
由 第 三 章 的 理论 ， 若 也 是 共 变 的 , 我们 取 4 的 一 个 内 射 分 角 
A > OO: ->。 


则 有 复 形 
0-> FQ? -> FQ-> PQ’ 


因此 ， 在 np 之 1 时 ， PrP A KorBo/Im For 它 不 随 所 取 的 内 有 
分 解 而 改变 。 所 以 ， 如 果 4 是 内 射 模 , 则 由 RB?F4 一 0 知 4 是 右 
了 F- 零 调 模 . 由 于 在 取 Lb A 时， 我 们 需 取 全 的 投射 分 解 ， 所 以 ， 
若 4 是 投射 模 , 则 它 是 左 Z- 零 调 横 类 似 ， 车 也是 北 变 函 子 ， 则 
投射 模 是 右 了 - 零 调 模 . 

在 本 节 中 ,我 们 将 考虑 下 列 情 况 . 
3 


9 允 ， 丰 为 三 个 环 , G:%M ->3M, 也 : 83M -> TM 都 是 加 法 共 
变 函 子 ,而 了 是 左 正 合 的 , 且 当 Q@ 为 内 射 半 模 时 , GQ 是 有 了 - 零 
调 模 . 

任 取 4 为 一 个 并 - 模 , 取 


A SQ > (10.1) 
为 4 的 一 个 内 射 分 解 . 应 用 Gf 于 (10.1)， 他 到 一 个 复 开 
GA_» GQ° >GQ! > GQ .. (10.2) 
令 O?=RKerGo?; p=0, 1, 2, .., 
B=0, (10.3) 


Br=ImGo?™’, p>0, 
于 是 Rr?GA==0?/B?， 若 


， Bo >> B” -> 再 91_>，.。 (10 .4) 

FrG4y> 五 9 _> 万 9 SS-... (10.5) 
相应 为 B? 与 IGA 的 内 射 分 解 ， 则 从 短 正 合 合 列 Bo Or-RPG4 
可 得 一 个 交换 图 


全 人 


c 一 cc 一 人 (10.6) . 
,RIGA>—> Hn 一 > HH > -~* 


其 中 间 一 行 是 0? 的 内 射 分 解 ， 各 列 均 可 裂 正 合 。 又 从 短 正 合 列 
OxyGQr-» Br 得 到 交换 图 (10.7) ,其 各 列 均 可 裂 正 合 ， 


Co > 一 Cr 一 ”C 一 >” Cn 一 > ~-- 
1! 1 1 
有 C0’ 一 四 中 一 > On > Qn pp (10.7) 
| 1 ! |! 
A hd yp 
3499 


中 间 一 行为 GQ? 的 内 射 分 解 ， 它 事实 上 是 由 Bm 与 五 m 所 决定 的 
( 先 由 Bm 与 互 % 由 (10.6) 得 到 Om, 再 由 (10.7) 得 到 (@”), 定义 
2, Qm->Q?+1.9 为 Qm->B?+1,0_>O911,9->Q9+44 之 积 ( 这 些 上 映射 都 见 


”于 (10.7) 与 (10.6) 两 图 ), 即 得 交换 图 . 


上 ) 
aa =» a 一 一 -人 Hrtld -ase 

Ey ! : . 《10.8) 
“> Eratl re— Frilqati yp ee 

v V 


引用 也 于 (10.8) 即 得 一 个 上 双 复 形 (M, 9, 83) 


' ; 
“== > MM" 一 一 > Me 一 > 一 =。 

| 可 (10.9) 
ee 

| } 


这 里 Mm = Fom 9 PY Ope, : : 

上 双 复 形 (M, 8, 8) 是 第 一 象限 中 的 上 双 复 形 ， 用 行 过 波 来 求 
一 个 谱 序列 {B/}， 已 知 ( 定 理 15)B8~H?H"(M). 由 定义 ， 
及 %(M) 是 (40.9) 中 各 列 复 形 的 第 g 个 上 同调 模 所 组 成 的 上 复 形 
(8. 为 其 微分 )、 考 虑 第 p 列 ， 由 于 Tw=FQm， 而 (10.7) 的 中 
间 一 行 是 GQ? 的 内 射 分 解 ， 所 以 MM” 的 第 g 个 上 同调 模 就 是 
ReFGQ*， 因 Q" 是 内 射 模 ， 故 GQ? 是 右 了 - 零 调 模 ， 因 而 当 g*C 
时 , BFGQ? 一 0， 这 说 明 , HH"“(M) 的 各 项 全 是 0, 因 而 当 gw*0 时 ， 
Bp9=H?H"m(M) 一 0, 即 , {如} 衰退 ， 所 以 ,我 们 有 

定理 26 在 上 述 情况 与 条 件 下 , 由 行 过滤 所 得 的 谱 序列 { 瑟 :} 

. S91 eo。 


(1) BN 一 B99, 对 所 有 的 np 之 0, gq 之 0 
(2) B= H?r(TotM), gq=0, 
=0, 当 9 关 0; 

(3) H? (TotM) 二 GR?(FO) A. 

证 因 了 了 左 正 合 , 故 由 单 同 态 GQ? 一 Q% 得 到 单 同 态 了 GQ?-> 
FQ”， 所 以 (10.9) 的 第 列 的 第 0 个 上 同调 模 就 是 WGQr， 因 而 
H"(M) 就 是 复 形 加 

FGA—> FO —> FQQ: —>.……, 《10.10) 

它 的 第 2 个 上 同调 模 就 是 FGA=H?H"”(M)= E83. 口 

定理 26 中 , 谱 序 列 {8B,} 称 为 4 的 关于 也 与 9 的 Grothen- 

dieck 谱 序列 , 我 们 已 经 者 到 , 它 提供 了 Br?(8G) 4 的 信息 ， 这 是 

对 (10.9) 用 行 过 滤 来 得 到 的 谱 序 列 ， 同样 , 用 列 过 滤 我 们 将 能 得 
到 4 的 另 一 种 (可 称 第 二 种 )Grothendieok 谱 序 列 . 

我 们 当然 还 会 有 其 它 类 型 的 Grothendieok 谱 序 列 , 例如 可 考 
虚 五 为 右 正 合 次 子 , 卫 为 投射 模 时 , GP 为 左 T- 零 调 模 的 情况 ,这 
”时 对 任意 的 并- 模 4， 也 可 用 上 述 办 法 找到 一 个 谱 序 列 {E.}。 田 
外 , 也 可 考虑 与 G 中 有 道 变 函 子 (一 个 逆 变 , 另 一 个 共 变 , 或 两 
个 都 逆 变 ) 的 情况 , 其 中 又 可 分 五 为 左 正 合 或 右 正 合 两 类 , 对 每 一 
种 情况 都 可 用 行 过 滤 与 列 过 滤 来 得 到 谱 序 列 . 求 这 些 裔 序 久 的 呈 
的 都 在 于 求 得 LoAG4 SRFGA 的 性 质 . 
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附录 一 正则 局 部 环 


本 世纪 五 十 年 代 来 期 同调 代数 学 家 们 曾 应 用 同调 代数 的 理 
论 和 方法 证 明了 一 条 纯 属 环 论 的 定理 一 一 正则 局 部 环 必 是 单一 分 
解 环 ， 这 使 得 人 们 认为 ,同调 代数 已 不 仅 是 一 种 理论 , 而 且 也 是 一 
种 人 研究 环 论 的 有 效 方法 . 

所 述 定 理 的 证 法 有 好 几 个 ， 但 都 应 用 了 同调 代数 这 个 工具 ,其 
中 最 早 的 是 Auslander 与 Buaehsbaum 给 出 和 的 ， 见 他 们 在 Proc. 
Nat. Acad. Sci, USA.， 和 由 (1959) 上 所 发 表 的 文章 ， 比 较 简单 易 
复 的 证 明 ( 据 笔 者 认为 ) 是 Kaplansky 给 出 的 ( 见 I. Kaplan- 
sky: Commutative Rings, 1974， 第 四 章 )，、 在 Matsumuras 的 
书 Commutative Algebra 第 二 版 (1980) 上 对 Kaplansky 的 证 法 
又 作 了 一 些 改进 (该 书 第 七 章 ) 前 者 是 在 一 个 正则 局 部 环 半 上 添 
加 一 个 未 定量 x 因而 先 来 考虑 多 项 式 环 [wz] 的 单一 分 解 性 ， 而 
Matsumura 的 书 上 , 却 在 并 中 适当 选 一 个 非 零 因子 z， 作 局 部 化 
环 i ,这 样 作 的 结果 明显 地 简化 了 前 者 的 证 明 ， 例如 ,完全 避免 
了 应 用 可 道理 想 的 理论 ， 我 们 在 这 里 主要 是 要 严格 地 证 明 所 述 的 
定理 .但 为 些 目的 ,我 们 必须 先 阑 述 有 关 ACG 环 的 素 理想 以 及 正 
则 环 的 一 些 基本 理论 . 所 述 的 证 明基 本 上 见于 Matsumura 的 书 ， 
仅 在 其 末尾 略 作 改 动 ， 用 以 绕 过 该 蔬 中 所 用 的 外 代数 的 方法 . 

“一 本 附录 中 记 有 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 所 有 的 指数 ， 除了 
少数 明显 的 例外 (如 Ext”), 郁 指 故 次 . : 


S31 素 理 想 与 E Krull 人 


设 4 与 也 都 是 环 % 的 理想 , 当 4 二 B 时 , 称 4 为 忆 的 因子 ， 
若 4 又 是 素 理想 , 则 称 4 为 马 的 素 因子 , 其 极 小 的 素 因子 为 也 的 
极 小 素 因 子 。 当然, 若 卫 本 身 是 素 理想 , 则 其 极 小 素 因子 就 是 忆 


自己 ， 任 何 一 个 理想 B 必 有 素 因子 , 例如, 可 用 Zorn 引 理 证 明 ， 


.. 203。 


存在 一 个 极 大 理想 以 二 8, 这 个 极 大 理想 当然 是 一 个 素 理 想 。 家 
者 ,B 的 极 小 素 因子 也 是 存在 的 .为 了 证 明 这 句 话 ,我 们 称 素 理 想 
集 { pes} 为 B 的 一 个 素 因 子 链 ， 如 果 (1) 每 一 个 p 都 是 BB 的 素 
因子 ; (2) 是 全 有 序 集 , 且 当 和 过 和 so 时 , PP. 以 @ 表示 所 有 
素 因 子 链 之 集 。 这 个 集 不 是 空 的 , 因为 单独 一 个 素 因 子 也 构成 一 
个 素 因 子 链 〈 它 的 指标 集 i 只 会 一 个 元 素 )， 设 {P,} 与 {Pj} 为 B 
的 两 个 素 因子 链 (它们 的 指标 集 未 必 相 同 )， 如 果 每 一 个 P; 都 是 
某 一 个 P。， 则 称 {P SP， 于 是 8 就 成 为 一 个 拟 有 序 集 。 由 
Zorn 引 理 ， 有 {了 ,} 为 0 的 极 大 元 素 ， 则 Pn P， 就 是 B 的 极 小 


素 因子 . 
设 4 为 外 的 任 一 理想 . 称 Rad 4 {aE 外 | 有 自然 数 %， 使 
oC A} 为 4 的 根 ， 它 当然 是 多 的 一 个 理想 且 之 4. 如 果 Rad 4 
是 有 限 生 成 的 ， 例如 由 {ou oa …，oo 所 生成 , 而 4'€ 4， 则 必 有 
(Rad A)"CEA, 这 里 ww 一 mw 一 wm 十 1， 如果 Rad 4=4， 则 4 叫做 
一 个 根 理想 . 住 何 理 想 B 的 根 Rad B 本 身 显然 是 一 个 根 理想 . 零 
理想 的 根 Rad 0 叫做 [ 的 庄 零 根 ， 也 记 成 Rad 六 . 在 虹 是 AOO 
环 时 ， Rad 站 必 有 限 生成 ， 故 为 智 零 的 ， 即 , 有 %。 使 (Rad)" 一 0、 

: 我 们 首先 有 

定理 1 设 % 为 AGO 环 ， 则 

(1) 每 一 个 根 理想 4 必 可 表 成 有 限 个 极 小 素 因子 之 交 


A= PN PsN.… NP,, GD 


这 里 每 一 个 P, 都 是 4 的 极 小 素 因子 ; 

(2) 每 一 个 根 理想 4 部 只 有 有 限 个 极 小 素 因子 ， 它们 都 出 现 
在 表达 式 亿 .1 中 ; 
(8) 每 一 个 理想 B 都 只 能 有 有 限 个 极 小 素 因子 ， 全 部 极 小 素 
因子 之 交 就 是 Rad B. 

:证 (1) 假定 并 不 是 每 一 个 根 理想 都 具有 所 述 的 性 质 ， 那 
和 妈 ， ,由 于 如 有 升 链条 件 , 不具 此 性 质 的 根 理想 之 集合 中 必 有 有 一 个 极 
大 的 , 设 为 4. .4 本 身 当然 不 能 是 素 理想 , 因此 有 5EA4, o€E 4, 但 


0. 


becE A.、 令 Bm~m(b, 4), O=(O, 4)((5, 4) 指 所 有 的 吗 十 wm 
aoEA,aE€ A4, 即 ,由 2 与 4 所 生成 的 理想 )， 于 是 Rad 8 与 Rad 0 
都 严格 地 包含 4, 因而 都 具有 所 述 的 性 质 , 所 以 / 

| Rad B= NN Ps, RadC 一 站 er， 


P, 与 Q, 都 是 极 小 素 因 子 .我 们 肯定 4= 了 Rad BN Rad O。， 事 实 
上 ， 当然 有 4CRad BN Rad O 反 过 来 ， 任 取 z € Rad BN Rad0, 
则 有 自然 数 3 与 志 使 太一 8 十 ao 2'=a'c 十 @', 0, ol EEA, ga EL4. 
于 是 ostt= aa'pe 十 ga"E 4， 故 wCERad 4=A， 所 以 A=(NP)N 
ne) 在 三 与 Q， 中 取 4 的 极 小 素 因 子 PP， 地 则 
A= (NP) N (NN QD DN Ps) N (Ne ) 忆 4. 
因此 ,4 是 有 限 个 极 小 素 因 子 之 交 . 
(2) 设 4 为 根 理想 ， A= 上 P, 是 4 的 极 小 素 因子 ， 并 


假定 这 个 表达 式 中 , 每 一 个 p, 都 不 是 多 余 的 ， 我 们 将 证 明 , 这 些 
Pi，Pa，…， 卫 , 就 是 4 的 全 部 极 小 素 因 子 。， 假定 ，4 为 有 一 个 极 
小 素 因子 书 不 是 诸 Pi 之 一 ， 则 对 每 一 个 名 有 mEPs 但 mw& 了 了 
(因为 P, 和 FP). 因 Wo WiVa" wa CS PIPy: ‘P.EPNPN-…NP,~ 
4, 但 zwEP, 所 以 PP 根 本 不 能 是 4 的 紊 因子 . 
(8) 任 取 P 卫 为 B 的 一 个 双 因 子 , 并 设 wERad B. 因为 E€ 
BCP, 故 zE€EP. 换言之 ,PP 也 必 是 Rad B 的 素 因 村. 品 ve 
推论 AGO 环 只 能 有 有 限 个 极 小 素 理 想 . 
事实 上 , 环 的 极 小 素 理想 都 是 0 理想 的 极 小 素 因 子 . 品 
下 列 定 理 串 达 了 极 小 素 理 想 的 基本 性 质 .， | 
定理 2 极 小 素 理 想 由 零 因 子 所 组 成 ， 这 里 不 需要 升 链条 件 ， 
“( 整 环 的 极 小 素 理 想当然 是 0。) 
这 条 定理 肯定 了 ,车 KE 时 不 是 霍 因 子 , 那 4 ,的 任何 素 因 了 
都 不 能 是 环 妇 的 极 小 素 理想 . 
证 设 卫 为 环 守 的 一 个 极 小 素 理想 ， 让 为 : a 中 所 有 办 
子 之 集 . 令 S~={yE|y=op8, a€E P, BEZ， 则 8 既 不 是 空 集 也 
不 等 于 路 ， 因 为 0ER， 而 | ES 显然 ，& 是 对 缚 法 封闭 的 。 由 
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Zorn 引 理 , 包含 在 5 的 余 集 外-S 内 的 所 有 理想 中 有 一 个 极 大 的 ; 
设 为 @。 我 们 首先 肯定 ,Q 是 一 个 素 理想 ， 不 然 的话 , 必 有 4EQ， 
bEQ, 但 abEQ. 让 4= (4, @), B=(5, 9), 则 因 Q 极 大 ,4=Q，. 
了 DBDQ, 故 4nh8S 与 3n8S 都 不 是 空 集 ,所 以 有 sa4 十 gq, s 一 wD 十 
gq ss 一 ab+g” EQ， 但 ss ES,Q@ 不 能 包含 在 A 一 SS 内， 其 
次 , 我 们 肯定 , QEG. 事实 上 , 如 果 zEQ, 但 zE2Z, 则 让 ws=1'% 
知 zES， 因 为 |EP, zEG， 这 时 @ 也 不 能 包含 在 中 一 S 内 ， 最 
后 ，Q 和 SP， 否 则 车 nwEQ, wxEP， 因 zx 一 z*1€8; Q 不 能 包含 在 
江 - 8 内 ， 因 P 是 极 小 素 理想 ,QP, 故 Q@=P, 所 以 PEZ. 口 

Krull 维 数 是 交换 环 理论 中 的 非常 重要 的 概念 

定义 工 素 理 想 卫 的 秩 rank 了 定义 为 最 大 的 自然 数 n, 使 有 
一 个 从 一 开 始 , 长 度 为 mw%( 尽 管 下 式 中 共有 mw-+I 个 素 理想 ) 的 素 理 
P= PoOPIOPsD:…DP,, (1.2) | 


这 里 的 所 有 的 P; 都 是 素 理想 ，P; Piri. 如 果 从 卫 开始 的 素 理 
想 降 链 中 ， 不 存在 最 长 的 , 则 定义 rank Paoo. | 

”定义 2 理想 4 的 秩 rank A~Inf rank P, P 通过 4 的 所 有 
羽 小 素 因 村 . 

”定义 3 环 叶 Ny Kroll 维 数 Kd Al 定义 为 所 有 素 理 想 的 区 的 
”上 确 界 , 即 ， 

Kd 中 ~ Sup rank P. 


我 们 在 第 二 章 $7 普 定 义 过 一 个 模 的 合成 列 . 设 4 为 一 个 
并- 模 , 若 有 降 链 i 
A A A A / (1 .3) 
使 每 一 个 oti 都 是 A 的 子 模 ,441 关 A,, 而 且 每 一 个 商 模 和 As/ Ait3 
都 是 单纯 模 , $=0, 工 pp n 一 1 则 霸 .9 为 4 的 一 个 合成 列 ， 其 
长 度 为 mw， 在 那里 ,我 们 也 曾 指出 ; (1) 如 果 4 有 合成 列 , 则 任何 降 
链 4 二 BO 都 必 可 加 细 成 为 一 个 合成 列 ;(2) 两 个 合成 列 都 有 相 
等 的 长 度 ; (3) 若 4 一 和 44 习 和 汪 … 己 4, 一 0 为 和 的 任 一 个 合成 列 ， 
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和 和 到 et 41/4a 4 /4 与 商 模 列 {4o/41，44749， 

4 4 小 逐 项 同 构 ， 但 不 一 定 顺 着 所 排 的 顺序 . 

定理 8 下列 的 三 句 话 等 价 ; 

(1) 并 是 AGOO 环 ,上 且 Kd 史 一 0; 

(2) 任何 有 限 生 成 的 %- 模 都 有 有 限 长 度 ; 
(8) 多 本 身 作为 中 - 模 有 有 限 长 度 . 

证 (DD 过 (2) 并 只 能 有 有 限 个 素 理 想 Mi:，M:，…， 凡 。， 每 
一 个 既是 极 大 系 理 想 ， 又 是 极 小 素 理想 ，( 每 一 个 素 理想 的 秩 都 是 
由. 让 7= no 它 实际 上 就 是 % 的 Jacobson 根 ( 所 有 极 大 理想 
之 交 ) .。 我 们 先 来 证 明 ，J 中 每 一 个 元 素 都 守 零 的。 事实 上 ， 车 
EY 不 种 零 , 那么, 集合 有 8 一 人 w, 2,，…} 就 是 一 个 对 乘法 封闭 
的 集合 , 且 0ES.。， 正如 我 们 在 引 理 2 的 证 明 那 样 ， 在 余 集 哎 一 8 
有 一 个 极 大 的 理想 三, 它 必 是 一 个 素 理想 , 因而 是 诸 MK 之 一 .但 z 
属于 每 一 个 Wo 因而 必 属 于 了, 这样,PN5 就 不 能 是 空 集 . 矛盾 . 

由 于 时 是 AOCOC 环 ， J 是 诺 零 理想 , 故 J 是 客 零 的 ,7 一 0， 特 
别 (CLAN pb)7 一 0. 
” 现 设 4 为 有 限 生成 模 ，. 琉 4 4 Ai== M;A, As— M3A, 

‘， An 一 人 MF4，Amii 一 M7Ma4,…， 象 这 样 ， 我 们 就 得 到 一 个 
以 4 为首 的 降 链 , 且 有 某 一 个 sw 使 有 

A= Ao AD AsIO.… DOA,=0. (1.4) 

这 里 每 一 个 Airs 都 等 于 -天 4 于 是 其 次 模 AA/ Airi= A,/ 
M;4 实际 上 是 域 站 / 联 ，, 上 的 一 个 有 有限 维 线性 空间 ， 假 定 此 空间 
的 维 数 是 jp, 那么 , 4s/ 4 就 是 bp 个 守 / 萃 ;的 直 和 ， 于 是 , 在 4， 
与 4isi 之 间 , 可 嵌入 p 一 1 项 , 相 邻 两 项 之 商 模 都 同 构 于 六 /M;, 它 
当然 是 一 个 单纯 站 模 ( 因 4 是 并 的 极 大 理想 )， 所以, 用 这 种 办 
法 可 把 尼 . 儿 加 细 成 为 4 的 一 个 合成 列 ， 其 长 度 是 有 限 的 - 

(2)= 坟 (3) 当然. : 

(3) 过 (1 ) 设 4 是 访 的 任 一 理想 ， 因 关 有 有 限 长 , 履 从 降 甸 
曙 二 .4220 可 加 细 成 为 站 的 一 个 合成 列 

DDA~- A A DL…DA,1D 4,=0. 
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因为 4v/ 4 是 单纯 模 ,因而 是 循环 模 ,所 以 有 E44, 使 A, 由 + 
与 4 所 生成 ,4 一 (ws，Ait1)， 易 证 ,4 由 wo, 21，…， zn_1 所 生 
成 , 故 半 为 AGO 环 

尚 需 证 明 Kd 并 ==0. 

在 六 为 整 环 ， 长 度 有 限 ， 则 在 其 非 零 的 理想 中 必 有 一 个 最 小 

的 , 设 为 4 任 取 0a€ 4, 则 因 w4 也 是 非 零 的 理想 , 且 gc4ES 
4, 故 a4= 一 4， 于 是 有 58E4, 使 Ww2=a， 因 并 是 整 环 , 5 必 等 于 
1 即 , 4 一 站， 因此, [是 一 个 域 , 它 的 Krall 维 数 当 然 等 于 0. 

现 设 时 不 是 整 环 ， 任 取 素 理想 PP， 于 是 由 降 链 % 二 P20 可 
加 细 成 为 半 的 一 个 合成 列 ， 因 此 ,路 / 忆 也 有 有 限 长 度 ,但 站 /PP 为 
一 个 整 环 , 所 以 是 一 个 域 , 故 了 为 极 大 理想 。 这 说 明 任 何 素 理 想 
痢 是 极 大 理想 , 当然 也 是 极 小 素 理想 .. 所 以 每 一 个 素 理 想 都 有 秩 
为 0, 故 Kd 半 =0. 口 / 


$2 主 理 想 定 理 


下 列 的 定理 叫做 Krull 主 理想 定理 它 是 人 OO 环 论 中 最 重 
要 的 定理 之 一 . 

定理 和 设 江 为 AUU 环 ; 0 天 0 EEA 不 是 可 道 元 是 的- 
个 极 小 素 因 子 , 则 rank P<1. 如 果 不 属于 任何 极 小 素 理 想 ， 例 
如 不 是 零 因子 ( 见 定理 2), 则 rank P=i, 
”证 第 二 部 分 是 明显 的 ， 因为 车 x 不 局 于 任何 极 小 素 理想 ， 当 
然 卫 不 能 极 小 , 故 必 有 素 理想 P', 使 PP', 因而 Tank >1. 将 
与 第 一 部 分 合 起 来 , 即 得 rank P=1. 

“现在 证 明 第 一 部 分 ,用 反 证 法 ， 假 征 rank 卫 >2， , 则 有 素 理想 
的 降 链 卫 二 六 二 了 3. 可 以 假定 Pi 为 包含 在 PP 内 的 极 大 素 理想 ， 
在 与 Pi 之 间 不 存在 其 它 的 素 理 想 ， 由 了 十 P 是 z 的 一 个 极 小 
素 因 子 , cE P:， 取 时 = 针 /Pa,，P=P/Ps, Pi=Pi/Ps, 则 区 是 整 
环 , PP, 都 是 并 的 素 理想 , 而 在 上 映射 半 -> 时 /Ps 中 ，% 所 取 的 象 
z€EPB, 但 EP， 让 S~ 和 一 为 站 中 的 余 集 ， 作 局 部 整 环 
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S- 填 , 它 以 B- 培 为 其 极 大 理想 ,ZE8S- 巧 , 但 不 属于 SB 五 , 
于 是 , 我 们 可 以 假定 时 为 局 部 整 环 , 了 为 其 极 大 理想 , Q@*P 
为 -- 个 非 零 的 素 理想 ,wE 但 zEQ. 我 们 将 证 明 ， 这 种 现象 是 不 
可 能 出 现 的 ， 
在 Q 中 任 取 v0, 并 让 4,={aE 六 |aw"€ (v)}. 这 学 人 当 
然 都 是 中 的 理想 , 且 有 升 链 。 
(v)CAiCAC | 
由 升 链条 件 , 有 一 个 % 之 1 使 4,= 4 一 … 一 4 一 …， 让 ww 一 or， 
则 从 4 一 4 得 ouE (Co) 当 且 仅 当 ouaE (vw)， 考 虑 下 列 的 商 个 降 
pt : 站 
四 (WwW /Au ) ED (2.1) 
与 
(Ca 0) / (2) D (0, 0) / (0) >0. (2.2) 
”我们 首先 有 
&&w, 7/ Cu )/ (w) / We (u, 0) / (0) (i, ww)/ (4 ). 
/ (2. 3) 
事实 上 , 左边 的 同 构 由 同 态 定理 得 到 ， 右边 的 同 构 是 让 ot 
Bvt+ (oO 对 应 om? 十 Buv 十 (ww) 的 结果 
“其 次 ， 我 们 有 
Qe 9) / (2) / Ga， Ww)/ CE) eo 0) /Ce uv) 
(W/O ). / 9 
事实 上 ， 让 4= (ww)/ (ew), 则 4+ 一 60， 即 ,4 兰 号 /GO 再 让 
B= (wv)/ (wuv), 它 事实 上 是 由 % 的 象 所 生成 的 循环 模 . 中 从 
有 (四 所 BL. 反 过 来 ， 车 BEB!， 则 必 有 pv=ow? 十 yuv， 因 此 
ac (WV), 故 ou€ (%). 设 ou=62， 代入 得 B= 6vu 十 yuv， 消 去 
v( 半 是 连环 , 2 天 0)， 得 BE (w. 于 是 由 B= (ww) 知 BW/ 人， 
得 (3. 和 9 
”最 后 , 让 见 =%/(a), 它 是 一 个 局 部 环 ,只 有 了 唯一 的 一 个 素 理 
想 , 就 是 P/ (ua) , 因此 Kd 3 一 0， 由 定理 3, 任何 有 限 生成 的 几 - 
模 都 有 有 限 长 度 ， 由 于 (2.0) 与 (2. 2) 中 的 四 个 模 都 可 看 成 为 
,829 。 
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和 3- 模 , 所 以 它们 都 有 有 限 长 ， 特 别 ， 作 为 8- 模 ，(w,%)/ (wD) 有 合 
成 列 ,而 (2.1) 与 (2.2) 都 可 加 细 成 为 合成 列 。 且 由 (2.3 与 (2.4)， 
这 两 个 合成 列 的 长 度 相 等 .但 是 人 ,9)/ QD) E(w)/(W ,这 只 
有 在 它们 相等 时 才 有 可 能 . 所 以 w=ow 二 Bo, 即 (1 一 ow) € (%) 
CQ， 因 cauE€ 了 ,AL 为 局 部 环 ， 14-ow 为 可 道 元 , 所 以 wwE€ (W)C8， 
即 w*EQ， 因 Q@ 为 素 理想 , 故 EQ， 但 一 开头 就 假定 了 zEQ. 发 
生 予 盾 . 于 是 定理 得 证 . 
推广 上 述 定 理 ,我 们 有 
定理 5 设 半 是 ACC 环 , 4 是 由 (gi gs,…, aw) 所 生成 的 理 
想 , 卫 是 4 的 极 小 素 因 子 , 则 rank P<n, 即 ,rank A<n. 
证 不 失 普遍 性 , 设 并 为 局 部 环 , 而 书 为 其 极 大 理想 . 
nm 一 工 的 情况 已 见 定理 和 
现在 设 %>1, 并 假定 rank P>u, 于 是 有 素 理想 的 降 链 
P= Po PO- P,P,+r1, “(2.5) 
且 在 Po 与 了 Pi 之 间 人 不 存在 其 它 的 罕 理 想 . 由 于 了 是 4 的 极 小 率 
因子 ,4 不 可 能 包含 在 Pi 内. 设 wy€ Pi, 并 让 B= (@1, Pw) 守 P, 
则 BCP, 而 且 在 B8 与 之 闻 个 存在 其 它 的 素 理 想 , 所 以 上 也 是 
B 的 极 小 素 因 子 ， z 
让 改 =/B, 则 8 也 是 一 个 局 部 环 ， 但 只 有 一 个 素 理想 ， 就 是 
P/B, 它 当然 既是 极 大 又 是 极 小 的 素 理想 .我 们 肯定 P/B 中 的 元 
素 必 然 究 零 ， 不 然 的 话 ， 若 5 EP/B 但 不 害 零 ， 则 包含 在 余 集 
册 一 1 2 2 …} 内 的 所 有 理想 中 必 有 一 个 极 大 的 ， 设 为 人 @@， 则 
Q 必 是 一 个 素 理想 ,但 不 包含 z, 这 不 可 能 .于 是 , 因为 4GGP, 对 
每 一 个 wo 5 一 1 2，…，m%, 有 下 整数 nn 与 mE 51EPi, 使 
We =o0 +OEB 
(当然 有 可 能 8=P， 这 时 每 一 个 mw 都 等 于 1 )。 以 0 表示 由 bs， 
, 5。 所 生成 的 理想 .当然 CESPi。 但 Pi 不 能 是 CO 的 极 小 素 因 
子 , 因为 C 由 % 一 1 个 元 素 生 成 ,而 rank Pi 却 之 nv ( 见 (2.5)). 违 
反 归 纳 法 的 假设 ， 于 是 C 有 一 个 极 小 素 因 子 Q, 使 OEQC Pi. 取 
D~ (qm @)2>2Q， 因 4 的 每 一 个 元 素 都 有 某 一 次 者 属于 刀 , 所 以 
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-上 的 极 小 素 因 子 也 必 包 含 4, 因而 就 是 . 

取 > 针 /Q@ 一 寻 , 则 ai 的 象 1 以 了 /Q 为 它 的 极 小 素 因 了 半 . 但 
/二 Pr 二 0 为 一 个 素 理想 降 链 (Q 为 素 理 想 ， 所 以 守 为 整 环 ， 
0 为 束 理 想 ), 故 rank .P/Q 这 2. .这 与 定理 4 发 生 矛 盾 . 口 

下 面 的 引 理 以 后 是 要 用 到 的 . 

引 理 设 4 为 环 交 中 一 些 元 素 之 集 ， 对 加 法 与 飞 法 都 封闭 ， 
Qa，…， Qs 是 nw 个 理想 ， 二 由 最 乡 有 两 个 个 是 素 理想 ， 至 少 有 
% 一 4 个 是 素 理 想 , 如 果 

ACOU QU UU,, : (2.6) 
则 必 有 一 个 ,使 4 二 人 

证 我 们 首先 尽量 删 掉 那 些 不 必要 的 Q. 假定 这 样 精简 的 结 
果 , 我 们 有 : 

ACQU QU.. .U Qi, 人 7) 
这 里 的 每 一 个 人 都 去 不 掉 ， 去 指 任 一 个 的 话 ， 下 们 的 合 识 个 能 外 
含 4 了 . 

我 们 要 证 明 @.7) 中 的 m= 一 1. 

设 m=2、 了 到 a€4, 但 oqEQs 取 aE4， 但 @EQi 于 是 
04 EW, Gs Qa, 但 om toa 却 既 不 属于 Qi 又 个 属于 Ys, 因而 
AG-Q1U Qs. 矛盾 . 

设 mm 之 8。 这 时 Qi Qs,，…'，Qm 中 至 / ,有 一个 是 素 理想 设 
w: 是 素 理 想 。 由 于 (2.7) 是 最 精简 的 表示 式 ,所 以 对 每 一 个 j=1， 
2 pp m, 有 wwE4, 但 wjEQU…UQ1UQiU…UeQn， 这 时 
当然 有 wkEQr， 让 一 性 十 aaaa…gm。 易 知 gaE4， 但 ge 不 属于 任 
何 因而 也 不 属于 它们 的 合 。 矛 盾 ， 口 

下 列 定 理 是 定理 5 的 进一步 的 推广 

定理 6 设 半 为 AOO 环 ， 理 想 4 由 个 元 素 ai，ca，…，an 
所 生成 , 了 是 4 的 素 因 子 , 在 环 .六 /4 中 , P/4 风 秩 一 mC/ 有 4 当 
然 蚌 妾 /4 的 素 理 想 ) , 则 

rank A+m<rank Pen+m, (2 .8) 

证 PP/A4 的 子 理 想 吾 总 同 P 与 4 之 闻 的 理想 B 一 - 一 对 
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应 , 这 只 要 让 B=B/4 就 行 了 ; 这 种 对 应 关系 不 仅 保持 包 食 关系 
“CC” ,而且 也 保持 素性 , 即 , Bi 为 站 的 素 理 想 ， 当 且 仅 当 ” 一 B/ 4 为 
如 一 允 /4 的 素 理想 . 
因此 ， 定理 的 条 件 等 价 于 。 4 有 一 个 长 度 为 的, i 为 首 的 
素 因 子 链 : 
: P= PoD PID .>P,. DPnDDA,， (2.9) 

/ 而 且 在 所 有 这 样 的 素 因子 链 中 (4.12) 是 最 长 的 ， 所 以 , P， 是 冶 
的 极 小 素 因 子 ,而 且 在 Pi 与 Pi 之 间 , 不 存在 其 它 的 素 理 想 . 

-由 人 .9) 即 知 Tank P>mi+ rank Tn> mt ranke 4, 得 @&， 8) 
左边 的 不 等 式 ， i 

" 对 于 右边 的 不 等 式 ， 我 们 用 归纳 法 人 

Mt 一 0 时 ，Po 是 4 的 委 小 素 因 子 ， 由 定理 5 即 知 tank P< 
w= 十 0. 

:' 设 m0， 这 时 Pm-i 不 可 能 是 4 的 极 小 素 因 子 (Ps 起 更 小 
的 ) ， 它 也 不 可 能 包含 在 4 的 任何 一 个 极 小 素 因子 内 ， 因 而 由 引 
”” 理 ， 它 不 能 包含 在 4 的 所 有 极 小 素 因 子 之 合 内 ,所 以 有 :zw€ Pn-1 

-不 属于 4 的 任何 一 个 素 因 子 : 让 也 由 zz，o，ew， os 所 生成 . 
当然 4 和 CC 了 BE Pm_1。 我们 肯定 ,在 六 /8B: 内 ,了 /8 的 身世 mm 一 1. 个 
然 的 省， B 必 有 一 个 以 PP 为 首 的 素 因 子 链 i | 

.P=PoOPD'.… DPDBDA, 
这 时 PP 不 能 是 4 的 极 小 素 因 于 ， 因 为 B 不 包 洛 在 4 的 任 一 个 
极 小 素 因 子 中 ,所 以 必 有 素 理 想 Pniz 使 "nt 这 样 训 

必 有 Irank P/4 宇 m 十 1, 不 合 条 件 . 1 
于 是 由 归纳 法 的 假定 (因为 这 时 rank p/m 并 注音 

到 B 是 由 nn 十 1 个 元 素 所 生成 的 ,得 - 
1 Tank 了 PP<: (十 四 十 (mm 一 四 王 rw 十 1、 口 
定理 6 有 两 个 很 重要 的 推论 ,推论 中 的 半 都 是 AOU 环 . | 

推论 1 了 为 并 的 素 理 想 ，0 关 ZEP， 则 rank 卫 或 等 于 

rank P/z， 或 等 于 rank P/z 十 1。 车 w 不 属于 任何 极 小 素 理 想 ， 
则 rank P=rank P/z 十 1， 这 时 的 P/w 指环 %/ (Go 中 的 理想 
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P/(w). 
: 事实 上 ， 这 就 是 定理 3 中 n=1 的 特例 ,因为 由 定理 4. 
rank (wm) <1. 如 果 z 不 属于 任何 极 小 素 理想 ， 则 (@@) 的 极 小 素 因 
子 的 秩 肯定 等 于 了 即 rank (x) 一 1， 口 
推论 2 设 素 理 想 P 有 秩 吧 >>0, 刚 有 外 的 元 素 4 01 ，03 *, Om 
都 不 为 0, 使 它们 所 生成 的 理想 4 以 了 为 其 极 小 素 因子 . 
| 
| P= PI PD Ph-… OP, (2.10) 
为 一 个 以 为首 的 素 理想 降 链 ， 让 5 一 0, 1，…, m, 易 知 Pm 的 
秩 等 于 ,因为 它 既 不 能 小 于 多 ((2.10) 已 给 出 了 以 P。 为 首 ， 长 
度 为 i 的 降 链 ) ,又 不 能 大 于 (否则 rank P>>m). 
P,。 :1 当然 不 能 包含 在 任何 极 小 素 理 想 中 ， 因 而 由 引 理 ,. 它 不 
能 包含 在 所 有 极 小 素 理想 之 合 中 ,所 以 有 om1EPm-1 不 属于 任何 极 
小 素 理想 .如 困 有 素 理想 @, 使 P。_ :二 Q (my)， 那么 , 由 于 Q 不 
能 是 极 小 素 理想 , 势必 有 素 理想 Q'CQ, 这 样 就 必然 有 rank Pm-1 
之 2， 逆 盾 . 所 以 Pm_1 是 (ai) 的 极 小 素 因 子 . 
现在 假定 Qi1, Wa, ***, (人 都 已 取 和 定 ， 使 4 一 (aa， Qa, ***, Gi) 以 
P,，, 为 其 极 小 素 因 子 ， 与 上 述 理由 相同 ， 我 们 可 以 选 出 一 个 
GE 了 ni 不 属于 .4 的 任何 极 小 素 因 了 于， 而 且 Pm-i1 是 tri” 
(1， G3，…， +1) 的 极 小 素 因 子 ， 口 
对 于 局 部 环 (有 唯一 极 大 理想 的 AOC 环 ) ， 其 愉 ruall 维 数 还 
有 一 个 完全 等 价 的 定义 ， 设 % 为 局 部 环 , 其 极 大 理想 为 M， 理 想 
二 叫做 允 - 准 素 的 , 如 果 Rad 4= ,这 就 是 说 ,有 自然 数 m, 使 
MmC 4， 换 言 之 ,4 是 M- 准 素 的 , 其 充 要 条 件 是 1 为 4 的 唯一 
的 极 小 素 因 子 ， 我们 有 
”推论 3 设 中 为 局 部 环 ,其 极 大 理想 为 M, Kd 一 rankM = 
n, 则 nw 为 最 小 的 数 使 有 一 个 M- 淮 素 理想 4 由 %% 个 元 素 生成 ， 
”证 车 n=0, 则 中 只 有 一 个 素 理想 ， 就 是 内。 由 于 外 的 根 
Rad 9f 是 其 所 有 素 因 子 之 交 , 所 以 Rad 一 了, 即 ,M 是 %f 的 宕 零 
根 ,0 理想 是 对 - 准 素 理想 ， 我 们 约定 ,0 理想 由 0 个 元 素 生 成 . 
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设 %>0，、 由 排 论 2, 有 理想 4 由 m% 个 元 素 所 生成 , 且 以 对 为 
其 极 小 素 因 子 ， 车 B 由 m 个 元 素 所 生成 , 且 以 寻 为 其 极 小 素 因 
子 ， 则 由 和 定理 5, Kd N=rank M=n<m. 口 


$3 正则 局 部 环 


设 中 为 一 个 局 部 环 (有 唯一 极 大 理想 的 ACC 环 ) ， 其 极 大 理 
想 为 省, 则 下 = 半 /A 届 是 一 个 域 , 称 为 局 部 环 站 的 剩余 类 域 . 在 
4 为 一 个 [- 模 时 ， 商 模 4/MMA4 实际 上 是 域 玉 上 的 一 个 线性 空 
间 . 下 列 引 理 指 出 了 这 个 空间 的 生成 系 与 4 的 生成 系 之 间 的 一 
个 重要 关系 ， 

引 理 1 设 4 有 限 生 成 ,oa …, 4s€ 4, 它 们 在 4/ 用 4 中 
的 象 设 为 [@ij]，[ea],，…，[awj;, 则 {6@s，Gs,，…， Qn} 为 4 的 生成 系 ， 
” 当 且 仅 当 { [ej ，[aa]，,…，[@wj} 为 上 线性 空间 4/MA4 的 生成 
证 ”必要 性 是 明显 的 ,因为 4->4/ 必 4 是 满 同 态 . 
现 证 充分 性 ， 设 B 由 {Qi oa，…，qd 生 成 ,， 则 B+MA~A, 
干 是 4/B==B+4/B~=M4/B. 因 4/B 有 限 生成 , 故 A/B=0, 
即 , 4=B. 口 

于 是 , 当 4/MA 为 KK 上 mn 维 线性 空间 时 ， 4 中 有 nn 个 元 素 
Qi，4s，…，Qrn 在 4/MA4 中 所 取 的 象 [cj ，[aa]，…，foj 组 成 
4/M4 的 一 个 基底 ， 同 时 ， 它 们 也 组 成 4 的 一 个 最 小 的 生成 系 , 
这 里 所 谓 最 小 是 指 着 4 中 任何 nw 一 1 个 元 素 51， 6s,，…，5,-1 都 不 
能 组 成 4 的 一 个 生成 系 . 

定义 4 设 局 部 环 站 的 极 大 理想 为 好 ， 则 作为 严 一 并 /天 上 
的 线性 空间 ,，M7/a2 在 天 上 的 线性 维 数 岂 做 六 的 线性 维 数 ， 记 以 
Va 3 

因此 , Vd af 有 两 个 含义 ， 一 是 M/M*” 在 EK& 上 的 线性 维 数 ， 为 
一 个 是 ,人 M 有 一 个 最 小 的 生成 系 由 Vd A 个 元 案 所 组 成 . 

与 定理 6 的 推论 革 相 类 似 ,我们 有 
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引 理 2 设 氏 为 局 部 环 , 于 为 其 极 大 理想 ， 了 EN- M3, 有 一 
/wz, 则 Vd 开 一 Vd 区 一 工 
证 外 当 然 是 局 部 环 , 其 极 大 理想 为 于 = MM/w. 
设 Va 于 ~n， 取 {91, ya,…, yn} 为 肥 的 一 个 最 小 的 生成 系 . 
再 到 % 使 它们 在 及 一 XM/w 中 的 象 为 %. 我 们 要 证 明 , %, gi, ga， 
…; ys 这 nn 十 1 个 元 素 组 成 W 的 一 个 最 小 生成 系 . 
首先 , 它们 当然 可 以 生成 4. 
其 次 , 将 它们 映射 到 了 /M3? 上 ,我 们 肯定 这 n 十 1 个 象 是 KE ~ 
1/M 上 线性 无 关 的 : :为 此 ,我 们 根 定 
ar+E By=w EM’, a, BEA, 
映射 到 殉 上 ,得 
加 5 By=w EM’, BEA=A/y. 
再 映 到 丽 / 开 上 ,从 [四 表 羽 在 中 /下 一 玉 中 所 取 的 象 ，[9g] 表 
在 以/M? 中 所 取 的 象 , 则 
四 三 [一 
但 由 所 给 的 条 件 ，[91]，…，[y"] 是 在 上 线性 无 关 的 ， 所 以 BE 
有 ,因而 BE 了 因 思 EM 所 以 urEM, 故 xcE 了 ， 这 说 明了 ， 
zj， Yi on 这 nn 十 1 个 元 素 在 M/M 中 的 象 是 开 上 线性 无 关 
的 ， 因此 ,Vd =n 十 1. 口 
“于 是 ,对 于 局 部 环 ,我 们 已 经 定义 了 两 种 纯 属 环 论 范围 的 维 
数 ， 一 个 是 Krull 维 数 Kd&; 另 一 个 是 线性 维 数 Vd 外。 它们 的 
二 Kd AX<Vd A. / (8.1) 
并”Kd 和 [ 当然 等 于 rank 对 ， 若 了 有 有 最 相生 成 系 { vs 
…，2 小 , 则 Vd=mw 因此 由 定理 5， Rd HM=rank NM<n= Vd M. 
在 (3. 二) 中 取 等 式 的 时 有 其 特殊 的 重要 性 , 见 
定义 6 若 局 部 环 半 有 Kd 这 一 Va 所 , 则 过 叫 艇 一 个 正则 局 
部 环 , 简称 正则 环 . 
为 了 进一步 研究 正则 环 的 性 质 , 我 们 先 证 
引 理 3 假定 半 是 局 部 环 , 表 为 其 极 大 理 沪 . 若 包 为 nn 维 正 
» 5。 


则 环 ， 则 当 zE 太 -Ma 时 ,入 /oo 为 ww 一 1 维 正则 环 ， 反 之 , 若 z 不 
含 在 任 一 个 极 小 素 理想 内 , 例如 zw 不 是 零 因子 , 则 当时 /z 为 % 一 ] 
维 正则 环 时 ,中 为 % 维 正则 环 ， z 

“证 已 知 攻 站 一 Vd 寺 一 %， 由 引 理 2， Va /sn— 1. 又 由 
定理 6 的 推论 1，Kd 9 并 /w 或 为 wm, 或 为 n 一 14， 但 它 不 能 等 于 rn, 因 
为 由 定理 7， Kd Ml/we Vd /es. 所 以 Kd MM/w=n—is=mVdA/w, 
六 /sw 为 正则 环 . 

反之 ， 若 ”不 属于 任何 一 个 极 小 素 理想 ， 则 由 定理 6 的 推论 
1, Kd /z= Kd AM—li=Vd /w= Vd 一 +, 故 针 为 正则 环 . 

我 们 现在 可 以 证 明 

定理 8 正则 环 必 是 整 环 . 

证 设 Kd 半 Vd 半 =n， 对 mw 妇 纳 . 

n 一 0 时, 以 /M? 是 0 维 空间 , 故 1 = Ms 因而 必 一 0， 这 时 
gf 为 域 , 它 当然 是 整 环 . . 

设 %>0， 这 时 对 汪 玫 ?， 任 取 x EM 一 M3， 则 由 引 理 8, 和 /4 
是 nm 一 工 维 正则 环 . 由 归纳 法 的 假定 , %/z 是 整 环 , 因此, 主 理想 
”四 是 时 中 的 素 理想 . 

今 证 明 , 若 外 不 是 整 环 , 则 素 理想 (am 必 是 极 小 素 理 想 、 不 然 
的 话 , 必 有 素 理想 QC (zc). 这 个 Q 不 能 是 0, 因为 已 假定 站 不 是 
整 环 ， 因 而 0 理想 不 是 素 理想 .。 任 取 0xyEQ, 则 %=oaz， 因 而 
YE€ (04)，() 生 (oy)。 我们 肯定 (9) (on4)。 否则 就 有 上 一 6y,， 因 
而 y(1 一 Bz) 一 0、 因 中 是 局 部 环 ，Rpzx 不 可 逆 ， 故 1- Bw 是 可 道 
元 ,于 是 y=0, 矛盾 ， 所 以 (W) C (mx)， 由 于 ow EQ, Q 是 素 理想 ， 
zEQ, 故 EQC (sw)。， 因此 or~asw， 同样 可 得 (os) C (oa)， 象 
这 样 , 我 们 可 得 到 一 系列 的 主 理想 (y) C (oa) C (oa) CC…， 永 无 目 
境 ， 这 是 不 可 能 的 , 因 咏 是 AGO 环 ， 所 以 (z) 是 极 小 素 理 想 . 
让 人 @， 9@，…， Qon 为 并 的 全 部 极 小 素 理想 .。 由 于 每 一 个 
rE M 一 MM? 都 属于 某 一 个 极 小 素 理想 ,所 以 
M— MCGQiU QU … U Qo, 
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MEMUQU QU.. “U Qn, 

由 $.2 的 引 理 ， 以 必 包 食 在 某 一 个 必 内 (于 当然 不 能 包含 在 型 
内 ) 。 这 不 可 能 ,因为 这 时 rank M 一 0%n. 

由 上 述 矛 秆 得 到 我 们 的 定理 . 口 . 

设 时 为 正则 环 , Va 一 Kd 半 =n>0, 而 了 L 是 针 的 极 大 理想 . 
取 {za，za，…，2z 为 MM 的 一 个 最 小 生成 示 ， 则 wm 不 是 零 因子 (中 
是 整 环 )， 由 引 理 3, 外 一 时 /si 是 m 一 1 维 正 则 环 ， 设 ;为 wa 在 
扫 /wi 中 的 象 , 则 zo 也 不 是 对 中 的 零 因 子 . 换言之 ，awsa E (cz) 时 ， 
必 有 omE (wi). 再 由 引 理 3， WA /za = (or wa) 是 mn 一 2 维 正 
则 环 ， 而 vs 在 名 中 的 象 二 不 是 零 因 子 . 换言之 ， ons € (or wa) 
时 ， 必 有 a€ (w1, Wa). 依 此 类 推 . 一 般 地 ， w+il 在 六/ (ws, Wa, *"*， 
m;) 中 的 象 不 是 零 因子 , 即 ， ans € (ou a, “2 7) 时 ， 必 有 
wE (Gd …29)、 

这 样 的 序列 {1， 0a，…。 ,四 有 一 个 等 别 的 名 称 , 见 

定义 6 设 四 为 局 部 环 , 极 大 理想 为 用 ,下 一 一 Ma 中 的 一 个 序 
列 节 mo，ao 明 做 一 个 正则 序列 ,简称 -序列 , 如 果 ( 了 Dw 不 
是 时 的 零 因子 ，(2) 每 一 个 z 都 不 是 30/ (wy, …，zy-1) 上 的 零 因 
于 ， 即 ， 当 ou € (ci … 1) 时 ,必然 aE (zu - ,Be 

上 面 已 经 证 明 ,正则 环 的 极 大 理想 是 由 一 个 及 -序列 所 生成 的 . 
”其 道 亦 真 ， 一 个 局 部 环 站 的 极 大 理想 型 若 由 一 个 R- 序 列 所 
生成 , 则 中 必 是 正则 环 . 为 了 证 明 ， 我 们 首先 假定 ， M 是 主 理想 
(m1)， 而 v1 不 是 零 因 了 于 .由 定 理 1， Kd WN = rank =1， 这 时 
Va 当然 也 等 于 1, 故 外 正则 . 其 次 , 设 用 由 BR- 序列 {py va, 
…, 4} 生 成, 而 wn 之 1. 作 必 = 时 /v1 让 za, …， mm 在 外 中 的 象 为 
Ta, Ta, 和 2 易 证 这 %% 一 一 1 个 元 素 的 序列 是 一 个 BR- 序 列 ， 并 生 
成 责 的 极 大 理想 玖 ~ 一 Mjwa. 故 由 归纳 法 的 假定 ， 中 是 一 个 mw 一 1 
维 正则 环 , 因此 ,由 引 理 3, 外 是 % 维 正则 环 ， 我 们 证 明了 
定理 9 ” 设 久 为 局 部 环 , M 为 其 极 大 理想 , 则 中 是 正则 环 当 
且 仅 当 MM 由 一 个 BR- 序 列 生成 . 

最 后 附注 ,这 里 所 说 的 正则 局 部 环 虽然 也 简称 正则 环 , 却 与 第 
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四 章 8 8 中 所 述 的 Von Neumann 正则 环 不 同 ， 它 们 是 两 种 类 举 
”的 正则 环 ， 在 Von Neumann 正则 环 中 , 对 任何 a, 恒 有 a 使 
xx 一 xx。 如 果 它 又 是 正则 局 部 环 , 那么 , 它 不 但 需要 是 交换 环 ， 而 
旦 还 要 是 整 环 , 因而 a 或 等 于 0, 或 可 道 ， 换 育 之 , Von Neumann 
正 抽 环 是 正则 局 部 环 的 充 和 要 条 件 为 它 是 一 个 域 .. / 


”$4 正则 环 的 总 体 维 数 


我 们 要 在 本 节 中 证 明 | 
定理 人 0 nm 维 正则 环 的 总 条 维 数 等 于 m 反之 ， 若 局 部 环 
的 总 体 维 数 等 于 <co, 则 中 是 wm 维 正则 环 . : : 
需要 四 条 引 理 . 
引 理 1 设 半 是 AOGO 环 , 4 是 一 个 有 限 生成 的 中- 模 ,了 为 一 
个 理想 ， 且 对 每 一 个 “EJ 有 0#wE 4， 使 cu 一 0 则 有 A 
使 Iy=—0. 
”证 当 0xeeE4 时 、 定义 gt -zesrja-o 它 称 为 5 的 淮 
化 理想 Ca: 当然 是 六 的 一 个 理想 ) 由 升 链条 件 ， 在 所 有 准 零 化 更 


想 中 , 至 少 有 一 个 极 大 的 . 我 们 首先 证 明 ， 极 大 零 化 理想 必 是 素 理 


想 .“ 事 实 上 ， 若 了 ~a! 是 一 一 个 极 大 党 化 理想 ， 自 “BEP. 但 
BEP, 则 因 Box0,a(Ba) =aBa=0, 知 <E (Bq) = ~P. 但 P 
极 大 , 故 (Bq)+=P, 即 ,a€P; 

其 次 ， 我 们 肯定 ， 一 共 只 能 有 有 限 个 极 大 零 化 理想 为 此 ， 我 
们 设 { 卫 ,} 为 全 体 极 大 零 化 理想 之 集 ， P= 中 .下 瑟 为 由 所 有 这 些 
a; 所 生成 的 (4 的 ) 子 模 . 由 于 气 是 AOO 环 ， 4 有 限 生 成 , 故 B 
设 忆 由 au， Qa, ,Gr 生成 ， 于 是 ， 每 一 :个 都 是 wi， 

3 m 的 线性 组 合 ， 大 一 了 ou 因此 也 =- 信 2h os = P, 


“如果 了 不 是 庄 P,， P。 “…, 之 一 ， 必 有 ZE P,, 但 gEP 于 
是 zi To 由 PCP.,. 这 不 可 能 轩 . PP， 是 系 理 想 . 这 说 明 ， 


P,, Ps, …, PP, 就 是 全 体 极 大 零 化 理想 ， 由 所 给 条 析 , 了 的 每 一 
* 3。 


-tm 
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个 元 素 都 属于 某 一 个 Pi, 所 以 TIEGPiU PaU…UP, 由 $ 1 的 引 瑰 


和 4, 工 包含 在 畜 了 Pi 之 一 内 ， 设 TP, 让 y=m1, 妈 得 Ty 一 0. 咒 

引 理 2 设 并 为 局 部 环 , 为 其 极 大 理想 , 若 以 的 每 一 个 元 
紊 都 是 零 因 子 , 则 作为 江 - 模 ,2 的 投射 维 数 Pdx M = ce. 

证 首先 ,PdM 头 0, 不然 的 话 ,车 Pd M 一 0, 则 M 为 投射 模 ， 
因而 是 自由 模 ( 局 部 环 上 的 投射 模 必 自 由 )， 这 里 的 模 当 然 都 是 有 
限 生 成 的 。 取 引 理工 中 的 4 与 工 都 是 用 , 则 有 0:#xyEM，, 使 
My 一 0、 这 在 为 自由 模 的 情况 下 是 不 可 能 的 . 

其 次 ,我 们 考虑 Pd 及 是 否 有 可 能 等 于 一 个 自然 数 m% 我 们 肯 
是 ,这 也 是 不 可 能 的 ， 否 则 , 如果 Pd 太一 nm， 则 必 有 一 个 对 - 模 忆 ， 
使 其 投射 维 数 Pd B=1， 取 {61,，5s,，…, bm} 为 五 的 一 个 最 小 的 
生成 系 (任何 一 个 b, 都 去 不 挥 ) , 再 取 为 定义 于 {v1, Va, “"", wn} 
上 的 自由 模 , 则 得 一 个 短 正 合 列 

Ny>>F7—»B. 

因 Pa B=1, 故 NV 为 投射 模 ,所 以 NV 是 自由 模 . 任 取 owy EN. 因 
之 ob; 一 0, 所 以 每 一 个 0% 都 属于 ,否则 ,例如 , 若 吧 蕊 到 它 必 是 
芒 中 的 一 个 可 逆 元 , 因而 六 就 可 以 用 5a，2a，…, pm 来 表 出 . 那么 ， 
{01，05,，…，bm} 就 不 是 B 的 最 小 的 生成 系 了 ， 取 引 理 1 中 的 y€ 
,使 y 凡 一 0， 于 是 yN=0. 但 久 是 自由 模 ,这 是 不 能 成 立 的 . 

处 下 来 唯一 的 可 能 性 只 有 Pd 至 一 co 口 

引 理 3 设 沁 为 局 部 环 ， 其 极 大 理想 到头 0, 若 Pdx 人 Mn 一 

oo, 则 有 wwE 以 一 M3 不 是 零 因子 ， 

证 大 0w4€ 六 为 零 因 子 ， 则 其 零 化 理 下 gr 不 等 于 0. 用 
引 理 1 的 办 法 可 知 , 极 大 的 零 化 理想 都 是 素 理 想 ， 而 且 只 能 有 有 
限 个 . 取 gf, 3， …，gw 为 所 有 的 极 大 零 化 理想 , 那么 ， 如 果 “是 
零 因 了 于 ,2 孢 必然 属于 诸 or 之 一 ， 假 定 如 一 M3 的 每 一 个 元 素 都 


是 零 因子 , 则 必 有 


z M— MCo: U oz U 机 Ua, 
因而 
MCM? Ua Uas UUa,, 
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由 82 的 引 理 , 开 必然 包含 在 某 一 个 中 内 (1 当然 不 能 包含 在 以" 
内 )， 即 Wow=0.， 这 说 明 太 的 每 一 个 元 素 都 是 零 因 子 。 由 引 理 
2, 它 的 投射 维 数 应 为 ce, 不 能 是 一 个 有 限 数 m， 口 

引 理 和 设 六 为 局 部 环 ， 其 极 大 理想 及 天 0。 如 果 PdgyM = 
2<co, 则 并 的 总 体 维 数 Gd 六 ==n 十 1, (交换 环 的 总 体 维 数 不 分 左 
右 , Lgd X= Rgd A = Gd ¥.,) 

证 ”对 mn 归纳 . 

n=0 时 , 于 是 投射 模 , 因而 是 自由 模 . 交换 环 的 理想 若 又 是 
自由 模 ， 它 必 是 主 理想 ( 若 及 = 外 Mz;， 则 viva Evi 站 Mws)， 故 
M= (mw). 因 允 是 局 部 环 , 故 用 中 任 一 元 素 Y 都 等 于 zol， 7 为 
某 一 个 自然 数 ,w 是 可 闭 元 ， 所 以 发 是 主 理想 环 ,Gd 站 一 1 

设 %>0, 取 2wE 开 一 Ma 不 是 零 因 子 ， 令 如 一 %/w， 它 是 一 个 局 
部 环 , 其 极 大 理想 为 MM= MM /zx. 

言 移 ,我 们 证 明 

了 /MsM/z(cy rz (4.1) 

为 此 ,我 们 取 {wx 5 bm} 为 以 的 一 个 最 小 的 生成 系 ， 这 
样 的 生成 系 当 然 是 存在 的 .以 BB 表示 由 {201,，…, bw 所 生成 的 ~ 
模 ， 并 让 4 二 w 开 -- BB， 显然 4 十 (zw) 一 WH， 我 们 肯定 4 站 (%) = 
MM， 一 方面 , zx 人 MCA, zw 了 CC(w); 而 在 另 一 方面 , 生 ccE4n (w)， 
则 ce=az 十 于 Bi2= ?yo waEM， Bs, YE 外， 如 果 7EM, 它 必 是 可 
逆 元 , 因而 y 一 a 是 可 道 元 。 那么 , z 就 可 由 61,…，bm 来 线性 表 
出 , 这样, {zw，51,，…，Dm} 就 不 能 是 最 小 的 生成 系 ， 所 以 YEZM, 而 
cEwM. 于 是 我 们 有 天 /wzM=A/wM(w)/wM. 再 注意 到 ， 
4A/wMM 宇 M /zw, 即 得 (4.1). 

其 次 ，(4. 了 1) 中 的 三 个 模 都 可 看 成 A- 模 ， 故 Pdx M/w<<Pd 
M/wM.， 由 第 二 换 环 定理 

Pdax M/zM< Pdx Ma=n< 00, 

所 以 Pd 妈 肯 过 co、 再 由 第 一 换 环 定理 ,Pda M/w=Pd M/w 二 1. 
由 短 正 合 列 (o) 盖 政信 M]2 并 因 (w) 是 投射 模 , Pdx 到 一 ">0， 知 
Pdqw M/m=n, 所 以 Pd Mn—1. 
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最 后 ， 由 归纳 法 的 假定 , Ga 吕 =% 又 因 % 位 于 外 的 Jacobson 
根 内 , Gd %= Gq 并 十 1=n 十 1、 口 

现在 证 明定 理 10. 

先 假 定 Kd 半 =Vd 半 =n， 要 证 Gd 和 =n 

若 n=0, 则 下 =0, 这 时 对 是 域 ,当然 Gd 站 =0. 

设 %”>>0.、 因 正则 环 是 整 环 ， 任 何 0#wEM 都 不 是 零 因子 ， 
故 Vad 针 =Vad /zw 十 1,，Kd =Kd 和/w 二 1。 由 归纳 法 的 假定 ， 
GAM/g=VdA/z=KdA/z=n 一 1<<co， 而 % 在 并 的 Jacobson 根 
内 , 故 Gd 和 [==n. 

大 于 定理 的 后 一 部 分 , 仍 用 归纳 法 . 

设 Gd 半 =n， 若 m=0, 则 六 为 半 单 纯 环 ， 可 交换 的 半 单 纯 局 
部 环 只 能 是 域 ,所 Kd 和 =Vd 并 =0. 

设 n%=1, 这 时 外 是 主 理想 环 , 这 时 Kd A ~=Vd =1. 

设 T<m<co， 由 总 体 维 数 的 定义 Pds MM=m<<n, 再 由 引 理 
4, m 一 wn 一 1>>0。， 于 是 由 引 理 8， 有 zzEM- Ma 不 是 零 因 子 。 让 
下 一 可/o, 肌 二 及 /zw， 则 Pd# 及 =m 一 1=n 一 2， 由 引 理 4, Gd 和 f= 
n 一 1<co， 于 是 ， 由 归纳 法 的 假定 ， 和 是 n--i 维 正则 环 ， 再 由 
VdaA=VdA/si+1, KdA=KdA/wt+1i, Gd A=Gd 外/z 十 在 知 
小 是 m” 维 正则 环 ， 马 

为 了 证 明定 理 11, 我 们 需要 

引 理 5 设 外 为 整 环 , S 为 区 中 一 些 元 素 的 集合 , 1€5, 0E 
NS， 且 于 s1，s3ES 时 ，sis8a ES， 则 有 (1) 若是 自由 半 - 模 ， 则 
ST1F 一 BC9F 为 月 由 上 让 模 ; (2) 若 卫 为 投射 站 模 , 则 S&P 


-SGP 为 投射 SC- 模 ; (3) 作为 中 - 模 , S-33[ 是 平坦 的 . 


证 (1) 若 了 定义 于 集合 {w;} 上 ， 则 5 了 8 也 定义 于 集合 
{m+ 上 ， 它 的 每 一 个 元 素 都 可 唯一 地 表 成 之 mf/SiCOz;,，on EE 
SEA. 

(2) 若 五 =PGQ, 则 有 大 一 PS 一 Q. 


(8) 设 4 一 > B 为 并 - 模 的 单 同 态 , 则 因 5-14 一 8-3@94 中 


es 41 。 


的 每 一 个 元 素 呈 m/sO9a 都 可 由 通 分 而 变 成 二 @a (或 可 写成 


oa/a) , 它 在 在 s-:4 内 不 为 0( 这 时 a 类 0) ,那么 二 @(a) 也 不 能 为 
0. 

定理 11 设 %f[ 为 mw 维 正则 环 , M 为 其 极 大 理想 , 为 任 一 素 
理想 , 县 关于 ,gs= 中 一 也 , 则 8S- 圳 也 是 一 个 正则 环 , 其 维 数 小 于 w%. 

证 S13 当然 是 局 部 环 , 其 极 大 理想 是 SB-1P. 

设 4 为 任 一 个 8- 地 - 模 ， 它 当然 是 一 个 史 模 ， 于 是 ， 让 


二 @a> 所 得 到 5-14 一 6-3G@4 到 和 4 的 一 个 同 构 、 取 4 作为 
站- 模 的 一 个 投射 分 解 


0—>P m 一 > 上 m-1>""—>P 0o 一 全， 


则 
0—>S"+P,.—>S- +P,_1—>.—>S" 1P.->A 


是 8-29f- 模 4 的 一 个 投射 分 解 ， 故 Pdssx4<Pas4. 这 说 明 
Gd8- 双 <Gd% -mw<co, 故 由 定理 10，8-2 为 正则 环 . 
我 们 考虑 8-+ af 的 Kroll 维 数 ， 取 一 个 由 P'~S-1P 开始 的 


素 理 想 降 链 
P’= POPIO…DOP, = 0. 


由 于 了 =PNA P= Pn 阁 A 都 是 站 的 素 理 想 ， 
Kd SiNM=rank P<rank P. 
但 各 必 小 于 加 否则 并 中 必 有 一 个 其 长 度 大 于 的 素 理 想 降 链 
MIOPoD POOP,, : 
这 不 可 能 所 以 Gd -一 Kd SS 于 =rank P’<<n， 口 


$5 单一 分 解 性 


设 虹 是 ACC 整 环 , 外 中 的 元 素 p 妈 0 叫做 一 个 素 元 素 ， 如 果 
在 Pp 一 aB 时 , «与 B 中 至 少 有 一 个 是 可 道 元 ，p 大 0 叫做 一 个 主 素 
元 素 。 如 果 主 理想 (p) ¥* 外 是 一 个 素 理想 ， 因此, p 是 主 素 元 素 ， 
当 且 仅 当 plapB6 时 , 必 有 pla, 或 p1B6, 这 里 pla 指 p 可 整除 a《 即 ， 
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有 ,使 a=wy)， 主 素 元 素 当 然 是 素 元 素 , 但 是 素 元 素 却 未 必 是 
主 素 元 素 , 例如 , 将 V 二 5 添加 到 整数 环 上 ， 得 2 二 w 一 5 是 一 个 
素 元 素 , 但 不 是 主 素 元 素 ， 

在 对 是 AGO 整 环 时 《实际 上 只 需要 其 主 理想 满足 升 链条 
件 )， 任 何 非 0 的 元 素 w 一 定 可 以 分 解 成 有 限 个 素 元 素 之 可 ，%= 
pa…pn。 如 果 这 些 p; 都 是 主 素 元 素 , 则 其 分 解 式 是 单一 的 , 因为 
车 又 有 a==919a…gm，9; 都 是 素 元 素 , 则 pi 必 可 整除 诸 9 之 一 , 设 
p11qi, qi 一 pt， 但 gi 是 素 元 素 ,w 必 是 可 道 元 ， 依 此 类 推 , 即 可 
得 nm, 而 且 重 新 调整 次 序 以 后 ,可 有 gj 一 pyw, WW 为 可 道 元 ， 所 
以 分 解 式 是 单一 的 ， 但 车 并 有 素 元 素 不 是 主 素 元 素 , 那么 , 必 
有 aBE (np), 即 ,aB8 一 py, 但 a 与 8 都 不 能 被 2p 所 整除 ,这 时 ap6 分 
解 成 素 元 素 之 积 的 表示 式 不 能 是 单一 的 ， 于 是 , 整 环 半 是 否 单 一 
分 解 整 环 , 完全 看 它 的 素 元 素 是 不 是 全 为 主 素 元 至. 

下 列 引 理 所 表达 的 判定 法 是 最 基本 的 ， 这 里 的 所 谓 最 小 夫 理 
想 是 指 非 零 的 素 理想 中 的 最 小 的 ， (我们 只 考虑 并 是 整 环 的 情况 ， 
这 时 , 零 理想 当然 是 极 小 素 理想 .) 以 下 我 们 所 考虑 的 素 理想 都 指 
非 零 的 素 理 想 . 

引 理 1 对 于 ACO 整 环 并 ,下列 的 三 名 话 等 价 ， 

(1) 并 是 单一 分 解 环 ; 

(2) 外 中 任 一 素 理 想 了 都 至 少 包含 一 个 主 素 元 宗 ; 

(3) 3 中 任 一 最 小 素 理想 都 是 主 理想 . 
| 证 (DD) 礼 (2) 任 取 0zaEP, 让 a=pipa…ps 这 里 的 py 都 

是 主 素 元 素 ， 因 2 是 素 理想 , 至 少 有 一 个 pj; 属于 P.， 

(2) 二 (3) 设 三 是 最 小 素 理 想 , 它 必 包 例 一 个 主 素 元 率 2, 因 
此 (p) 忆 P. 但 (wp) 也 是 素 理 想 所 以 (p) = 了 P. 

(3) 坟 (1) 设 0 关 a€E, 而 卫 是 a 的 一 个 极 小 素 因 子 ， 由 定 
理 4, rank P=1, 所 以 P= (p), 故 a~po, 2 为 主 素 元 素 , 青 对 a 
如 此 作 , 最 后 可 得 a= 二 pips…ps, Pp; 都 是 主 素 元 素 。 因 此 外 是 单一 
分 解 环 ， 口 

由 此 得 


引 理 2 设 为 并 的 一 个 子 集 , 1 E€8, 0OES， 且 当 8, soEA 
时 ,sisa ES， 则 当 所 是 单一 分 解 整 环 时 ,局 部 化 环 5- 坟 也 是 单一 
分 解 整 环 ， 反 之 , 若 六 是 由 工 以 及 一 些 主 素 元 素 亡 生成 的 乘法 封 
财 集 , 则 当 和 六 为 单一 分 解 整 环 时 ,让 也 是 单一 分 解 整 环 . 

证 ” 任 取 PP 为 Sl 的 一 个 素 理想 , 则 PP 一 半 几 P' 为 站 的 系 
理想 ， 取 pEP 为 主 素 元 素 , 则 它 是 P' 中 的 人- 型 的 ) 主 索 元 守 ， 


因为 车 Ep | 则 Bs 一 yss'p, p 必 可 整除 oa 或 8(w 不 能 整 


除 1, 否则 p 将 是 Sa 中 的 可 道 元 ), 因而 p 是 S57 中 的 主 素 元 
素 , 故 由 引 理 1, ST 站 是 单一 分 解 环 . : 

现在 假定 S 由 1 及 {gp} 所 生成 ， 每 一 个 p; 都 是 并 的 主 素 元 
素 , 并 且 有 -3 是 单一 分 解 整 环 ， 我 们 要 证 六 也 是 单一 分 解 整 环 . 
为 此 , 任 取 了 为 并 的 一 个 素 理 想 , 我 们 要 证 明 P 至 少 含有 一 个 主 
素 元 素 .。 如 果 有 一 个 p€P，, 我 们 的 任务 当然 已 经 完成 ， 假 定 每 
一 个 p; 都 不 属于 P. 令 P=S™“P={p/si1p€P 了 , SEA 则 二 是 

SA 的 素 理 想 ， 由 引 理 1,，P' 中 有 一 个 主 素 元 素 q/s， 由 于 8 十 
S-{ 中 的 可 逆 元 , 故 gw 也 是 P' 的 主 素 元 素 ， 再 者 , 车 9 一 qips, 则 

一 方面 gi 是 P' 中 的 主 素 元 素 , 而 另 一 方面 ，gq1 EP( 因 卫 是 素 理 
想 , pE 了 P). 稼 这 样 , 将 9 中 有 所 有 如 ps 这样 的 因子 都 逐个 地 除去 
(由 升 链条 件 ,gq 只 能 有 限 个 这 样 的 因子 ) ,我 们 可 以 假定 ,g EP 了, 任 
何 pb; 都 除 不 尽 gq, 且 9 为 P' 中 的 主 素 元 素 ， 我 们 要 证 明 g 也 是 关 
的 主 素 元 素 ， 为 此 , 假定 406= ve wa 5, cE， 考 虚 8- 二 中 的 素 
理想 (g)SP2, 知 5 或? 必 属于 (9)、 若 oE9, 则 一 9 二 , 即 , s4~ 
ga. 让 8= D1 pa Dr， 因 Wa 是 六 的 主 聚 元 素 ,pi 不 能 整除 gq， 上 故 都 能 
整除 a, a=sB， 于 是 sg 一 gsB, 消 去 s, 得 w= 一 gB8， 所 以 , 作为 六 中 
的 主 理想 (q), 当 gbE (9) 时, 或 4 或 5 必 属 二 gq, 故 (9) 为 素 理 想 ， 
因而 9 为 名 中 的 主 素 元 素 ， 由 引 理 1, 并 是 单一 分 解 环 ， 口 

我 们 还 需要 

引 理 83 设 关 为 AUOUO 整 环 ， 4 是 一 个 有 限 生 成 的 多 - 模 ， 
则 


Pdy A= Sap Padswr， Ap, (5.1) 


这 里 的 了 通过 站 的 所 有 的 极 大 素 理 想 ，%lp 与 4p 相应 表示 
(QP)- 与 (EP) -4A(= (A P) -MIOA). 

证 ”由 定理 11 的 证 明 即 知 Pdx, Ap<Pdx 4. 

现 假 定 "SP Pdx, Ap<=o0, 我 们 要 证 明 ， 对 任何 计 一 模 Bb, 


恒 有 
Extgt!'(4, B) = 一 0. (5.2) 
为 此 , 取 4 的 一 个 目 由 分 解 : 
于， (5.3) 


这 里 因 4 有 限 生 成 , 半 是 ACO 环 ， 所 以 每 一 个 ,都 可 取 为 有 限 
生成 的 自由 模 . 注意 , 因 半 是 交换 环 , 故 也 omar(4， 有 已 是 一 个 江 
模 ， 又 让 = 守 -P，ST 半 是 一 个 平坦 站 模 ， 可 得 下 列 的 交换 图 
0 一 Homy (A, B)s —> Hom(FoB) ~—> -一 > Hom(CF,, B), ~—> --- 
, ;, | je 
0 一 > Homg(A, By) 一 > Hom(Fo,B) ~—> ~~- 一 > Hom(FoBn) ~>” 一 -~ 


EL j » 
0—> Homy (Ao, B)~> Hom(For, Br) 一 > ~-- 一 > HomGCFor Br} —> -~-- 
(5.4) 
这 里 的 实 箭头 中 是 这 样 定义 的 : 车 卫 是 定义 于 {@1, ea, '…, Em} 上 
的 自由 模 ,fE Hom(F, B), s€ES,， 则 令 


Fe) ~ @f (0) ES-9GB-Br， 


于 是 定义 (二 @ 站 ~ 了 EHom(P，Bp)， 实 箭头 的 $$ 既 已 确定 ， 
最 左边 的 虚 箭 头 9$ 随 之 而 确定 ， 

再 定义 实 入 头 岂 大 的 基 认 是 {@1，62，…*，6em},， gE 
Homx(F,，Bp)， 则 令 由 (g) 一 g, 使 g(iC9es) =g(er) EBP 这 里 
的 二 是 S87 妆 中 的 单位 元 , 而 Fp 是 定义 于 {1C9e1, …, liC9em} 上 
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的 自由 889- 模 ， 实 的 由 确定 以 后 ， 最 左边 的 虚 的 由 也 随 之 而 
定 . 
注意 到 全 .4) 中 的 所 有 各 项 事实 上 都 是 呀 (一 8- 贡 0)- 模 ,由 与 
y 都 是 既 单 又 满 的 , 故 都 是 同 构 , 且 对 4 自然 ， 让 9=y4$, 则 9 是 
第 一 行 的 上 复 形 到 第 三 行 的 上 复 形 的 一 个 复 形 同 构 ， 它 们 当然 有 
同 构 的 上 同调 .第 一 行 的 第 nn 十 1 个 上 同调 模 是 

Extst*(A, B)p 一 S -MOBx 说 +(A, B) 
(S39[ 是 平坦 - 模 ) ,第 三 行 的 第 % 十 1 个 上 同调 模 是 Ex 访 t1(4p， 
Bp), 故 

SA xt (A, B) Extgt! (Ap, Bp). (5.5) 


因 m 一 SQP Pda, 4p,，(6.5) 右 方 为 0, 所 以 左 方 也 是 0.。 再 从 总 2 


的 平坦 性 ,得 Ext&1(4,， B) 一 0， 因 B 任意 , 故 Pdx 4<w 口 

时 注 ”在 引 理 的 证 明 中 并 没有 用 到 卫 的 极 大 性 ， 所 以 公式 
(6. 了) 中 的 了 可 以 通过 所 有 的 素 理想 ， 但 是 , 如 果 用 了 都 是 素 
理想 , 那么 , 3p 实际 上 是 Mv 的 局 部 化 环 , 因而 Pda, 4z<Pda 4x， 
所 以 (5. 才 中 的 卫 只 需 通 过 所 有 的 极 大 素 理想 就 够 了 . 

现在 我 们 来 证 明 我 们 最 后 的 定理 . 

定理 12 正则 局 部 环 必 是 单一 分 解 环 . 

证 设 如 为 正则 局 部 环 ,其 极 大 理想 为 MM,n 一 Gd 一 Kd 并 ~ 
Vd 中， 对 mn 归纳 . 

n 一 0 时 ,外 为 一 个 域 ,没有 什么 话 要 说 的 . 

n 一 1 时， 外 的 每 一 个 理想 都 是 % 上 的 投射 模 ， 但 中 是 局 部 
环 , 任 一 投射 模 必 是 自由 模 ， 在 外 是 交换 环 的 情况 , 4 既是 所 的 
理想 , 又 是 一 个 自由 模 , 它 只 能 是 主 理想 ， 换 言 之 , 这 时 由 是 主 理 
想 环 , 它 当然 可 单一 分 解 . 

现 设 w>1， 任 取 EM- Ma， 则 ” 必 是 一 个 主 素 元 素 ( 可 得 
一 个 以 e 为 首 的 正则 序列 )， 让 于 二 {1, wv, v7，…}， 并 让 和 一 
X -1 地， 由 引 理 2, 名 可 单一 分 解 , 当 且 仅 当 中 可 单一 分 解 

在 (中 任 取 一 个 最 小 素 理想 Q&。 如 果 证 实 了 Q' 必 是 主 理 

pe 


想 , 那么 ,由 引 理 1， 外 ' 是 单一 分 解 整 环 , 因而 外 是 单一 分 解 整 环 ， 
我 们 的 任务 束 全 部 完成 了 . | 
首先 ,我 们 证 明 ,Q' 是 一 个 投射 六- 模 . 为 此 ,我 们 任 取 户 为 
1 的 一 个 极 大 到 理想 , 并 作 局 部 化 环 半 p.. 让 了 = 半 门 P', 则 了 为 
站 的 聚 理想 , 且 关 术 ， 易 知 间 5, 一半 p。， 由 定理 11，Ap 为 一 个 正则 
环 , 其 维 数 小 于 mn.。 由 归纳 法 的 假定 , Ap=2p, 是 一 个 单一 分 解 整 
环 ， 如果 @EP, 则 @y (= (8 一 P) -0@Q) 是 如 ,的 一 个 最 小 
素 理 想 , 因而 是 主 理想 . 如 果 & 不 包含 在 P' 内 , 则 因 Q 含 z 的 
可 逆 元 际 ，4m= 一 六 vv。 总 之 , 不 论 在 哪 一 种 情况 , 对 任何 极 大 素 理 
想 P', 一 定 有 Pda Q, 一 0， 由 引 理 3, PdarQ'= 0 @' 是 投射 中 - 
模 . 
其 次 ,我 们 证 明 , 有 一 与 G' 都 是 有 限 生 成 的 自由 并- 模 ,使 
QOF'=Q,. (5.6) 
事实 上 , 让 Q=QG ni, 则 Q@ 为 的 一 个 有 限 生成 的 理想 , 又 因 3 
为 正则 局 部 环 , 任何 投射 模 均 自由 ， 故 9 有 有 限 日 由 分 解 (注意 ， 
PdyQ<n). 
OF a—> Fn > > FO, 
又 到 一半 是 平坦 并 - 模 ,得 
0 一 > 故 一 Er > 区 [CO 一 > 人 CO 
-和 -ICQO=O (5.7) 
让 太一 全 一半 CO 它 巧 有限 生 成 的 自由 站- 模 ， 故 (6.7) 表 示人 他 
有 有 限 自由 分 解 
0> E'S Fy > > QO 
让 Ni=Ker d=Im dn, $=0, 1,…, m 一 1, 则 从 正 合 列 
No>FirHN, 人 > 
并 因 @ 古 投 射 模 , 类 每 一 个 六 均 为 投射 模 , 因而 
FosNOQ, NODNss, EF, FmnODN, + m1 
故 申 天 中 兰 申 用 7 
4 为 而 f 为 侦 
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让 = 名 Pi, GQ 下, 即 得 (5.6). 
最 后 , 取 极 大 理想 P' 二 Q@', 作 局 部 化 ,从 (5.6) 得 
QPFPpSEGP,. (5 .8) 
因为 Qp, 是 Ap, 中 的 主 理想 ,所 以 是 秩 为 上 的 自由 和 0p 一 模 车 六 
与 G 相应 为 mw 秩 与 7 秩 的 和 目 由 并 - 模 ， 则 Fp 与 Gp 为 m 秩 与 7 
秩 的 目 由 Mp 一 模 , 所 以 (5.8) 的 左 方 是 m+1 秩 自 由 模 , 右 方 是 7 
秩 上 月 由 模 。 但 交换 环 是 IBN 环 , 左右 秩 数 应 该 相等 , 故 r=* 一 1， 
即 , 5.6) 中 的 三 与 G 相应 为 "一 1 秩 与 7 秩 的 自由 半生 模 , 即 
QP-D A 
双方 都 是 "项 的 直 和 , 这 里 "表示 A 上 ?7 秩 自 由 模 . 
下 列 的 引 理 肯定 了 Q 是 一 个 主 理想 . 
引 理 和 设 兴 是 整 环 ,B 是 它 的 一 个 理想 , 如 果 
BOB DEB (5.9) 
则 忌 是 主 理 想 ， 


证 在 如 中 任 取 w*0, 并 让 B'~{ 卫 15EB|， 这 里 的 也 下 
8 的 商 域 中 的 元 素 (6 除 以 = 所 得 的 商 )， 易 知 B' 是 一 个 四- 模 ， 
而 且 若 让 之 与 5 对 应 , 则 B' 与 如是 模 同 构 的 。 于 是 由 (5.9) 得 


模 同 构 

TT. BOB HW Bn z (5.10) 

大 以 u 表示 第 个 标准 单位 向 量 (第 i 个 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 
0), 则 

B'DV -DY — But Bu, 


(5.11) 
rf) 一 人 Bw 
¢=1 


我 们 注意 到 , 因 1~ 一 EB', 故 T(w) 是 有 意义 的 ， 不 但 如 此 ， 
行 2€B, 则 从 6T (WW) 一 全 (oa =7(2.L wu) = (过 由) 得 
T(Bu)=BTED). 
由 (5.10) 与 (5.11), 了 将 对 应 一 个 矩阵 (Bw) ,使 
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Tw Buts, 2 一 工 ， 人 By € 3. (5 .12) 


因此 也 (Bu 十 忆 so 一 BIG + YT 
以 (5.12) 代 入, 集 项 , 再 注意 Im 了 ~ 她, 我 们 将 得 到 了 个 等 式 
由 一 5B' 二 Ba, 7 一 二 ， 2，…， 了。 (5.18) 


取 其 习 积 , 左 方 是 7 个 光 相 乘 ,因而 仍 等 于 汐 。 现 考虑 右 方 , 它 是 

7 个 理想 之 和 和. 如果 土 Bi,Ba;……Bri, 是 行列 式 det (Bw) 的 展 式 中 

的 一 项 ， 那 么 这 党 个 理想 中 有 一 个 是 B1;,Ba4…'Bri,B'3… 品 . 任 取 

0 EB, B;ELB, 则 Ba ppBm( 土 0 所 8BB- 在 此 理想 中 ， 于 是 ， 
在 6 一 det(Bs), 则 80 BE 见 , 因 而 

6B’'B=6B’CB. (5 .14) 

现在 考虑 了 的 道 了 了。 同样 ， ZG) 二 这 Ys，7xEB',， 而 

当 7 之 1 时 ,Vw E38, 易 知 , 矩阵 (ywy) 是 矩阵 (Bs 的 逆 和 矩阵, 其 行列 

式 det(yy) 一 8-!。 用 同样 的 方法 可 得 3- 翅 三 B。， 与 (5.14) 合 起 


来 ， 即 得 B' 一 3835-1， 因 此 B 一 3 一 3y, B 是 主 理想 ， 引 理 得 
证 . 
至 此 ,定理 12 的 证 明 全 部 完成 . 


d+. 


附录 二 Serre 问题 


1955 年 J. P. Serre 在 他 的 一 篇 著名 的 论文 Faisceaux 
algébriques cohérents (Anm. Math., 61(1955),， 191 一 -278) 中 提 
出 了 了 这样 的 一 个 问题 “ 域 K 上 多 项 式 环 玉 [oa ws,，…, ww] 上 的 有 
限 生成 的 投射 模 是 否 一 定 目 由 ? 初 看 起 来 ,此 问题 似乎 不 难 , 因为 
在 m 一 工 的 情况 , 上 [2 是 一 个 主 理 想 环 , 而 我 们 在 第 二 章 8 9 定理 
22 中 已 经 证 明 , 主 理想 环 上 的 任何 投射 模 都 是 自由 模 ， 但 是 , 对 
于 一 般 的 ">1， 尽 管 经 过 了 许多 数学 家 们 的 努力 , 此 问题 直到 
1976 年 才 由 美国 数学 家 Quillen (Invent. Math., 36 (1976) ， 
167 一 171) 与 办 联 数学 家 Suslin (foxxa0w, Axad Hayx CCCP，229 
1976)，1160 一 1164) 几乎 同时 用 不 同 的 方法 , 高 度 技巧 性 地 给 以 

Serre 为 什么 在 1955 年 提出 这 个 问题 ? 详细 回答 这 个 问题 是 
很 困难 的 ， 因 为 它 率 涉 到 代数 拓扑 与 代数 几何 中 的 一 些 概 念 与 理 
论 ， 可 征 , 简单 地 说 明 一 下 其 背 最 将 有 助 于 我 们 了 解 其 重要 性 .五 
十 年 代 中 期 ， 拓 扑 学 中 的 层 论 的 观点 被 系统 地 引进 到 代数 几何 中 
采 ,， 在 这 个 观点 下 ,代数 流 形 上 的 向 量 丛 可 被 定义 成 为 “局 部 自由 
层 ,而 平凡 的 向 量 丛 就 对 应 着 自由 层 . 域 KK 上 m” 维 仿 射 空间 中 ， 
局 部 目 由 层 是 由 KK [za zn] 上 的 有 限 生 成 的 投射 模 来 给 出 的 . 因 
此 ,有 限 生成 的 投射 模 就 对 应 着 n 维 仿 射 空间 上 的 向 量 从 ， 所 以 ， 
berre 问题 就 是 问 ， 仿 射 空间 上 的 每 一 个 向 量 从 是 否 一 定 是 平凡 
的 ? 

这 样 的 一 个 问题 当然 是 为 拓扑 学 家 们 、 代 数 几 何 学 家 们 以 及 
代数 学 家 们 所 感 兴趣 的 ,以 至 于 , 它 在 促进 一 个 新 的 学 科 的 产生 与 
发 展 上 起 了 重要 的 作用 .六 十 年 代 初 ,人 们 对 于 一 个 任意 的 环 对， 
由 并 上 的 投射 模 的 性 质 来 定义 一 种 群 , 称 为 Grothendieok 群 , 记 
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之 以 玉 o (0) ， 研 究 这 种 群 的 理论 称 为 代数 下 理论 ， 如果 喷 是 
IBN 环 , 而 且 每 一 个 有 限 生 成 的 投射 模 都 是 自由 模 , 那么 ， 天 oo( 名 ) 
就 必 是 整数 群 Z， 于是, Serre 问题 的 一 个 较 弱 的 形式 是 : K [wa， 
"，Xnj] 的 上 Ko 是 不 是 和 Z? 

Serre 本 人 在 他 所 提 的 问题 上 也 作出 了 重要 的 工作 ， 在 他 
写 的 书 Modules projectifs etespaces fibrés & fibre Vectorielle 
(Sem. Dubreil-Pisot, 28, 1957/1958) 上 , 他 证 明了 ，K [wi, %， 
…， rn] 上 的 有 限 生 成 的 投射 模 一 定 是 所 谓 稳 定 日 由 的 ， 于 是 , 问 
题 又 转换 成 ， 什 么 样 的 环 上 的 稳定 自由 模 一 定 自由 ? 在 线性 代数 
中 ,一 个 “长 度 为 1 的 向 量 一 定 可 以 开拓 成 为 一 个 U 矩阵 ， 数学 
家 们 发 现 , 若 环 针 上 任何 稳定 目 由 模 一 定 自由 , 那么, 环 外 必须 具 
备 的 条 件 很 象 上 述 线性 代数 中 风 这 条 定理 ,因此 称 为 U 性 质 ， 具 
有 UU 性质 的 环 将 称 为 Hermit 环 。buslin 在 这 个 问题 上 所 作 的 
主要 贡献 就 是 证 明了 , 域 K 上 的 多 项 式 环 玉 [oa za， …， 吊 是 一 
个 Hermit 环 . 

我 们 将 在 此 附录 中 沿 着 上 述 的 途径 来 证 明 下 列 的 定理 . 

定理 ”KK [zi, %2,…, zm] 上 任何 有 限 生成 的 投射 模 一 定 是 自 
由 模 , 

以 下 ， 所 有 的 环 站, 见 ，Z 等 都 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 所 有 给 
定 的 模 , 如 不 特别 声明 ,都 是 有 有 限 生成 的 ,而 7*™ 将 表示 环卫 上 的 
m 秩 自由 模 . 

在 证 明 上 述 定理 以 前 ， 先 带 说明 上 面 已 经 提 到 的 两 个 概 人 U 
性 质 与 稳定 自由 模 . 
/ 设 e= (yi Ya 一， Ym) EZ 如果 有 4d 一 (61, 6g,…，6m) E 

7 使 1 一 cd 一 之 7 则 称 o 是 /上 的 一 个 局 向量， 如果 存在 
上 的 一 个 可 道 和 矩阵 形 ( 其 行列 式 等 于 / 中 的 一 个 可 逆 元 素 ) ,使 
c 恰 为 更 的 第 一 列 , 则 称 为 一 个 强 0 问 量 . 强 U 癌 量 当然 是 
7 器 量 ,这 只 和 需 将 行列 式 det 列 展开 就 可 知道 ， 我 们 常用 ww 来 表 
示 第 了 个 单位 向 量 ( 其 第 4 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 0), 那么 ,ec 是 
强 尽 向量, 当 且 仅 当 有 人 上 的 一 个 中 局 电 用 1 MH, 使 06wMw、 如 
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果 环 荆 上 的 每 一 个 口 向 量 都 是 强 可 向量， 则 说 工具 有 口 性 质 ， 
具有 T 性 质 的 环 也 叫 Hermit 环 . 

说 了 为 一 个 7 一 模 , 奋 有 自然数 勾 与 mw 使 了 由 二 7 则 
P 叫做 一 个 稳定 自由 模 ， 自由 模 当然 稳定 ， 而 稳定 自由 模 必 和 然 
投射 .一 般 说 来 ,反之 不 真 。 不过, 如 果 了 不 是 有 限 生成 的 ， 且 有 
短 正 合 列 了 >>F~»7"", 这 里 五 为 自由 模 , 则 了 必然 自由 ， 事 实 
上 上， 了 必 是 定义 于 无 窃 集合 S 上 的 自由 模 ， 由 于 m<oo 必 有 A 
的 有 限于 集 So 使 Fo 为 定义 于 S。 上 的 自由 模 ， 且 有 他 >Fo-» 
4"”m 于 是 P/Q=P/PNFosP+fo/Fo=F/Ko=71, 而 Pi 是 
定义 于 SB1=S 一 So 上 的 用 由 模 . D1 也 是 一 个 无 穷 集 合 . 因 71 天、 
co， 故 有 了 as 为 目 由 模 ， 使 TB7a。 所以，P 坟 QF 
Q 中 “由 asFo 中 和 Fa, 故 卫 为 目 由 模 . 

对 于 所 述 的 定理 , 我 们 的 证 明 将 分 成 三 步 , 表 达成 下 列 的 三 条 
预 理 . 

预 理 上 域 到 上 的 mn 元 多 项 式 环 半 =KK [wi,…, ww] 具有 U 
性 质 . 

预 理 交换 环 荆 具有 UU 性质, 当 且 仅 当 任何 稳定 自由 模 一 
定 自由 . : 

预 理 3 环 半 一 [wy,…, zw] 上 任何 投射 模 必 稳 定 自 由 . 


$ 1 预 理 1 的 证 明 


需要 5 条 引 理 ， 
引 理 1 设 % 为 自然 数 . 
f (2) = +Biw" t+ Baw ?+ + Bt+B, EVE], 
9g (7) =O0% 十 0 十 十 0 十 SEE 下 [z]， 
这 里 的 60, 61,… 可 以 是 0, 则 当 j=0,1,2,… 时 ,有 有 E(f, 9)， 
使 入 一 2 的 次 数 生 2 一 2，( 刻 四) 表示 由 f 与 9 所 生 成 的 理 
证 ”对 7 归纳, 当 I=0 时 ,可 取 ho=g(2w)， 
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设 j>0. 让 
9 (wv) =wg— 0f = (61— 60B1) 2" 十 (8, — GoCa) 0 
十 ，… 十 (6) 一 S60B)) wr 十，… 
一 600 一 十 91 十 十 9 10n 十. 
由 归纳 法 的 假设 ， 有史 与 中 都 E 站 [cj， 使 p(w) = $f+y 一 
64-190" 十 一 (6; 一 60B)) wv" 十 …， 于 是 ,让 
hv) =h' (wv) +B9 (2) = m0" +. = pf+i+wbg' + Big 
pf +ywrg— wdof+Bg€E (f, 9), 
则 有 (Cw) 一 6jw” 的 次 数 二 mn 一 2， 口 
引 理 4 和 若 cG7 人 为 三 土 的 各行 可 道 惩 阵 ， 则 e 为 忆 
问 量 当 且 仅 当 Ne 为 U 向 量 ，6 为 强 忆 向量 当 且 仅 当 We 为 强 忆 
向 量 . 
证 当 aETmW 时 ,do=dN-1No= (CN (No). 
三 C= 及 wi 则 Ne== 和 Mw 而 和 WMH 可 道 . 
友之 ,和 藻 Ne= Mw 则 ce=N-1+1Mrw. 口 
引 理 3 设 只 为 局 部 环 ， 其 极 大 理想 为 J， rro], 
(01 (2)，…，Cm(2)) 为 了 "中 的 一 个 向量 , 如果 cr (w),… a 
中 全 少 有 一 个 是 首 一 多 项 式 , 则 6c 为 强 U 向量 . 
证 ”ss2 的 情况 是 明显 的 , 因为 dj(%w)61(%) 十 ds (zw)cs(%) 二 1 
表示 矩阵 人 的 行列 式 等 于 1. 
假定 mw 宇 3. 
对 于 4 ”7 中 的 任 一 向量 了 = (有 (2),…, fm (wm))， 如 果 每 一 
个 天 都 不 是 首 一 多 项 式 ， 则 定义 了 的 离 度 为 一 1， 如果 诸 fi 中 有 
首 一 多 项 式 , 则 定义 这 些 首 一 多 项 式 的 最 小 次 数 为 了 的 高 度 ， 本 
引 理 的 意思 就 是 : 若 6c 的 高 度 宕 0, 日 为 一 个 了 向量, 则 e 为 强 也 
问 量 . 
设 c 为 U 回 量 ,高 度 为 nw， 对 % 归纳 . 
设 n=0。 请 6c;(w) 中 有 一 个 等 于 |， 这 时 显然 可 取 一 个 矩阵 
而 ,使 其 第 一 列 为 o 且 行 列 式 等 于 1 
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设 ”1， 不 失 普遍 性 , 可 设 ci(o) 为 m 次 首 一 多 项 式 . 把 e 看 
成 一 个 m x1 和 挎 阵 ， 放 此 矩阵 作 行 变换 将 相当 于 左 乘 一 个 可 遂 矩 
阵 太 ,而 c 为 U 向 量 ( 强 U0 向 量 ) 当 和 且 仪 当 o 为 U 向 量 ( 强 如 向 
量 ). 

首先 ， 可 假定 ca(%w), 6s (ww) ，…， Ccm(%) 的 次 数 都 小 于 nw。 否 
则 ， 例 如 cs(w) 的 次 数 宇 w， 可 作 带 余 除 法 ca(%) 一 g (%)e1(%w) 十 
Cc2(%) ，c (2) 的 次 数 小 于 mw， 则 由 适当 的 行 变换 可 把 ca(z) 变 成 
C2 (2). 

其 次 , 我们 肯定 cs(%), cs (2)，,…,，cm(z) 不 能 都 属于 J [z] . 否 
则 ,由 于 14= 这 d(z)oi(w)， 在 作 同 态 只 ->3/J =D 时 , ea(%)，…， 
cm (2) 济 变 成 0， 于 是 必 有 1= di (2) ci (2), 这 里 ci1(%), di(z) 都 
ED[z], 但 cc) 的 次 数 w%>0, 这 不 可 能 . 

因此 ,可 设 oa(o 一 Boo 一 十 … 十 2 十 Bf 十 …。 由 引 理 1， 
有 有 (wz) 一 ci 十 Wes 一 2 下 十 …。 因 6 的 高 度 为 mw，cs(o) 的 次 数 
<n 一 1, 故 ca(w) 不 可 能 是 首 一 多 项 式 . 于 是 将 如 (zc) 加 到 os(z) 上 
(这 是 一 个 初等 变换 ) 斌 把 cs(%) 中 ww" 的 系数 变 成 工 中 的 一 个 可 
逆 元 . 以 入 表示 相应 的 初等 矩阵 , 则 We 的 高 度 小 于 mn, 由 于 ce 是 
U 向 量 , 故 Ne 是 U 向 量 . 再 由 归纳 法 的 假设 , Ne 为 强 U 向 量 ， 


”所 以 由 引 理 2, ec 是 强 U 向 量 . 口 


引 理 全 设 兴 为 整 环 了 = 入 [wj] 为 器 上 一 元 4 的 多 项 式 环 ， 
co = (061 (2) ,Ca (2),，…, Cm(2)) 为 中 中 的 一 个 向 量 ,其 中 至 
少 有 一 个 ci(w) 是 首 一 多 项 式 ， 风 有 站 上 的 可 地 甜 阵  (%) 与 号 上 
的 上 0 亲 量 5, 使 

Cz) == M (%) 5b. (1.1) 

证 ”对 于 引 理 中 已 给 定 的 e(w), 我 们 在 器 中 取 这 样 的 BB， 对 
《 上 任何 可 逆 的 mw% 行 矩阵 了 (zw), 了 中 任何 两 个 多 项 式 fc) 与 
yz)， 一 证 能 找到 二 上 的 一 个 可 逆 和 矩阵 六 (z) ,使 

Mo)ic (w)+Bg(w))=N (2) elf (w)), (1.2) 

这 里 ce(f(w)) 指 7 中 的 向 量 c(f (2)) = (ex(f(@)), ca(f (2))， 

“…，Cm《f(z)))。 以 BB 表示 所 有 这 些 B 的 集合 ， 这 个 五 不 是 空 
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的 , 例如 0 就 是 其 中 的 一 个 元 素 ， 再 者 , 若 B 与 B' 都 属于 B, 则 从 
M(o)c(fGc) 十 Byg(c) 十 BO) 一 Ne) 二 By ) 
= Ni(w)o(f (%)), : 
知 B+B'EB. 当 BEDB，pBE 由 时 ,显然 有 BB'EB, 故 B 为 办 的 
一 个 理想 . 
我 们 要 证 明 B=B. 
用 反 证 法 。 设 召 关 允 ， 在 允 中 取 极 大 理想 J, 使 BE 作 
局 部 环 如 ,一 团 。 由 于 见 是 整 环 ， 故 更 实际 上 是 由 外 的 商 域 中 所 
有 的 分 数 B/B' 所 组 成 的 , 其 中 B'EJ， 因 而 见 E 风 .于 是 e(w) 是 
3[z]" 中 的 口 向 量 ,其 分 量 co,(%) ( 均 E 入 [wm]) 中 至 少 有 一 个 是 首 
一 多 项 式 , 故 由 引 理 38, 有 路 [zw] 上 的 一 个 m 行 可 逆 矩 阵 及 (w) ,使 
0(2) = M (w) uu. 
让 y 为 另 一 个 未 定 元 ,， 易 知 下 (cz 十 g 也 是 一 个 可 逆 和 矩阵 ， 其 所 有 
元 素 均 属于 路 [z, y]. 令 
Llz, y= M(2) Mwty) (1.3) 
则 
L(g, Yel(zs+y) = L(w, y)M (w+y) 
= M (w)u = 0), (1.4) 
由 性 .3) 知 工 (x，0) 是 单位 矩阵 设 L(@w，9) = (gs (2) 十 yy 
功 )， 则 You) 或 =0, 或 一 1 取 有 为 所 有 (0) 的 系数 之 公分 母 ， 
则 Bywis (wv，By) 一 hb (zw，9) 均 属于 叶 [zw， yj， 所 以 L(zw,，By) = 
了 (oz y) 为 加 [w, y] 上 的 一 个 可 道 矩 阵 ， 于 是 引 . 人 名 变 成 
L(w, ye(z+ By) 一 CN) (1.5) 
由 于 B 是 所 有 yi(z, 幼 的 系数 的 公分 母 , 它 不 能 属于 J 了 ,当然 更 不 
能 属于 2B. 
任 取 f(z) 与 g(x) ET, 让 工 (f(w), 9g(%)) =Mi(w). 因 厂 (zc， 
y) 是 可 道 的 , 故 Mi (z) 是 可 道 和 矩阵; 这 时 亿 .5) 变 成 
Mi(w)e(f (2) +Bg(%)) =o0(f (2)). (1.8) 
任 给 一 个 可 逆 矩 阵 WM(o), 让 请 MMI!, 则 从 届 .6) 得 
M (wm)o(f(%) TBg(Gc)) 一 NoCFG))， 


这 恰 是 等 式 导 .2) ,因而 BED 由 此 矛盾 得 知 B=%. 
让 (14.2) 中 的 (2) 为 单位 矩阵 ,Fo) =x, B=1, 9f(e) = 一 % 
上 0) =5 Em 则 5 为 一 个 向量, 是 
NTOom) =. 
央 wo) 为 可 道 矩 阵 ,得 代 . 切 ， 口 
引 理 6 设 责 为 一 个 域 ，0 尖 Jo za py or) EK [v1, za， 
Wnj] ,让 了 的 总 次 数 十 工 为 mr, 令 
tn 一 2/， 
B= , GN, 
则 了 一 ap ob 外 ,GE KR, 而 且 作 为 环 K[fy, …, Wi 上 
一 元 Y 的 多 项 式 , 9 是 首 一 的 . / 
证 在 了 中 任 取 一 项 t=awfwg…wr， 以 {1.7) 代 入 ,得 
f(y) (1m) gt” 
=— Qf aEk, 


(1.7) 


这 里 ， 

一 J (1.8) 
由 饮 的 定义 知 廊 <, 故 寺 .8) 实 际 上 是 s 的 mm- 进 表 示 式 ,所 以 由 
(所 加 ，… 加 ) 所 唯一 决定 , 不同 的 t 将 有 不 同 的 s， 对 了 中 的 各 
项 4 让 8s 一 max St， 网 


TO *, Yn Y), ORE KR, 

且 广 中 的 次 数 小 于 s， 让 g=w 十 om 了 fi 即 得 引 理 . 口 

现在 证 明 预 理 1. 

对 m 用 归纳 法 . 

设 % 一 这 时 站 = 天 [加 是 主 理想 环 , 其 任 一 投射 模 都 自由 。 
设 4= (@1(%)，ga(2)，…，am(《z)) 为 中 的 一 个 口 向 量 ,， 
之 mT) f(z) 一 ， 固定 这 些 fs ,定义 

中 HMMA, 
康 当 @ 一 (ct 22) ,1 on (0) 时 , $ (a) = 有 a! fi EN 因为 
Pm) 一 4, 所 以 9$ 是 满 同 态 ， 让 入 Ker 9, 得 
a 386 。， 


人 > 对 (一 如 
因 氏 是 自由 中- 模 , 上 列 可 裂 , 故 W 为 投射 模 ,所 以 是 自由 模 、 于 
是 
A = NoDN. 
因 中 是 IBN 环 , 广 必 有 基底 yo, ya，…，g%ym, 故 站” 有 基 请 gw，ys9， 
Ym 因 U2 Um 也 是 了" 的 基底 , 故 有 可 道 撼 阵 及 ,使 
6 二 A 必 tw 故 4 为 强 U 风量 . | 
现 设 m%>1， 任 了 到 g= (a@1 ga, 0m) 为 A=b[wi, …, wn] 上 
的 一 个 品 向 量 , a:E 半 .不 失 普 遍 性 , 可 假定 .来 0， 以 这 个 到 为 
引 理 5 中 的 了, 作 变 换 (.7), 得 m=kg, 0¥REK, g€K [ys, ys 
…， Yn_1] [yj], 和 且 为 y 的 首 一 多 项 式 、 因 到 是 域 , % 是 中 的 可 
逆 元 , 故 可 假定 or=g， 让 器 =KK[y,…, Yr-t]， 则 a 是 内 [Ly] 上 
的 一 个 mw 元 UV 向 量 ,而 ai 是 首 一 多 项 式 . 由 引 理 4 
@(y) =M (yb, 
b 是 员 上 的 m 元 0 向量， 由 归纳 法 的 假定 , 必 有 UU 性质, 故 6= 
Nu, 所 以 a(y) 一 和 Hy)Nui，(1.7) 显 然 有 道 变 换 , 故 4 是 强 如 奖 
量 , 因而 半 有 器 性 质 ， 预 理 1 得 证 . 口 


92 预 理 2 的 证 明 


设 荆 有 UU 性质, 而 P 为 有 限 生 成 的 稳定 自由 模 ,， 了 中 人/ ”= 
Tw， 要 证 卫 是 自由 模 

设 m=1， 让 FP>>T™ 为 个 入 映射 ,得 正 合 列 

Ps Tm 一》 了， 
在 Zeo) 中 取 ci= (yi 72 …; V2) ,使 x(01) 一 1， 让 co 一 yo 故 
1 一 Ti ， 所 以 co 是 尽 回 量 ， 因 忆 有 V 性 质 ， 所 以 有 可 逆 托 
阵 及 ,使 
/ / ci1 = Mn. 
让 wx% 一 Mu， 它 事 实 上 是 MM 的 第 4 列 ， 青 设 和 (oo) 一 6,， 则 内 
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(Co 一 80) 一 0, 故 oo 一 SOiE 对 4 作 列 变换 ， 第 4 列 减 去 
3 乘 第 1 列 , 得 第 阵 Hi。 由 于 det 到 一 det Mi, 所 以 嵌 ; 也 是 可 
逆 的 ， 因 为 

C= Miw, $=1, 3, %, 
所 以 ci 62,，…, 6 为 7*” 的 一 个 基 悦 ， 于 是 卫 是 由 0s, Cs, …, 0。 
所 生成 的 自由 模 . 

在 公 > 工 的 情况 , 其 证 明 可 由 简单 的 归纳 法 来 完成 . 

现在 假定 , 陪 上 任何 稳定 自由 模 一 定 自由 ,601= (yi, 73 pp Yr) 
是 一 个 U 问 量 ,yi6, 一 4, 我 们 要 证 明 , 6 必 是 强 U 向 量 . 

对 于 Ze 中 的 任 一 个 Z= 01 Ta 和) ,定义 (0) = 二 2 v6 
ET, 于 是 zz 是 T% 到 了 的 满 同 态 让 P=Ker w, 则 有 短 正 合 列 
Pw 了- 故 有 POT 全 DP 是 稳定 自由 的 ,因此 是 n% 一 1 
秩 及 由 模 取 卫 的 任 一 茜 底 为 0a, es,…, 06。 易 知 cl 03, …，0% 
为 了 的 一 个 基底 于 是 有 可 道 拓 阵 凡 ， 使 0 一 放 w。 特别 ， 
0 二 及 Ww 6 为 强 U 癌 量 . 口 


$3 预 理 3 的 证 明 


我 们 还 需要 两 个 概念 与 9 条 引 理 . 
设 O 是 六- 模 , 若 有 正 合 列 
OF, SS Psy > PF > Fo pO (3.1) 

其 中 每 一 个 FP, 都 是 上 有 限 生成 的 自由 模 ， 则 称 CO 可 有 限 自 由 
分 解 , 其 长 度 <m。 这 里 的 “有 限 ” 有 两 重 含义 , 一 是 (3.1) 的 长 度 有 
限 , 二 是 每 一 个 了 ,都 有 限 生成 ， 于 是 , 车 O 可 有 限 自由 分 解 ， 则 
其 自身 也 必 有 限 生成 . : 
有 限 自由 分 解 与 预 理 8 的 关系 在 于 
引 理 6 投射 模 Q 可 有 限 自 由 分 解 ， 当 且 仅 当 它 是 稳定 自由 
的 . : / 

于 是 我 们 的 任务 就 转换 成 要 证 明 下 [wi,z2,…, 上 任何 投 
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射 模 都 可 有 限 目 由 分 解 . 
证 车 O 是 稳定 自由 的 , 0@BTm=T%, 则 有 0 了 TD" 
OQ, 故 O 可 有 限 自 由 分 解 ， 

反 过 来 , 设 C 有 有 限 自 由 分 解 (3.1)、 对 %% 归 纳 . 

车 %=0, 则 O 一 Zo, 它 本 里 自由 , 改 稳定 目 由 . 

设 n>>0， 设 入 =Im di 一 Ker ao, 则 因 O 为 投射 模 ，Fo 为 目 
由 模 , 和 也 必 是 投射 模 ， 但 廊 可 有 限 昌 由 分 解 ， 其 长 度 志 ww 一 1， 
所 以 由 归纳 法 的 假定 ，V 是 稳定 自由 的 . 设 NOT™ 23， 则 
To T 守 ODBNOD™ OBDI", 改 0 稳定 目 由 .0D 

引 理 Y 车 0O 有 有 限 自 由 分 解 (3.1), 而 4 拓 , 好 为 0 的 任 一 
个 自由 分 解 ， 其 中 每 一 个 有 都 有 限 生成 ， 则 Ker 2 一 Im 2 是 
稳定 自由 模 . 

证 设 太 = 区 er 0,， 则 由 第 四 章 $1 的 引 理 3 有 

NOF.1DF,. .BDFDF,-1DF ,2D,. 
故 广 是 稳定 自由 模 . 口 
引 理 8 设 
0—P, 和 P,_1—>… 一 oO 《3 .2) 
为 CO 的 一 个 投射 分 解 , 每 一 个 P; 都 是 稳定 自由 模 , 则 C 可 有 限 月 
由 分 解 , 且 其 长 度 私 wm 十 土 。 

证 夺 %=0, 则 CP。 古 稳定 自由 的 ， 由 引 理 1， 0 可 有 限 目 
由 分 解 ,其 长 度 <1. 

设 %>0. 让 PPOT= 了 ,我 们 可 以 得 到 0 的 另 一 个 投射 / 

0_ >P >P, >P OT" PPT»0, (3.3) 
让 入 ==Im GBT" 则 由 归纳 法 的 假定 , 妨 有 一 个 其 长 度 所 mn 的 有 
限 自由 分 解 {ZF, Qd}, 故 0 有 有 限 自 由 分 解 
0—>F .>> FI->L HO (3.4) 
(注意 ,4 中 = 了 PoL'™). 口 
以 上 三 条 引 理 都 是 为 了 证 明 下 列 的 
59 。 


引 理 8 若 栈 是 ACO 环 , 030O-»O0” 为 了 了 - 模 的 任 一 短 正 合 
列 , 如 果 CO, CO, 0” 中 有 两 个 可 有 限 自由 分 解 , 则 第 三 个 也 必 可 有 
有 限 上 自由 分 解 . 

证 取 {Fi, dn} 为 0 的 一 个 自由 分 解 , {Eo x} 为 0” 的 一 
个 目 由 分 解 ， 则 可 求 出 4，dn} 为 C 的 自由 分 解 ， 其 中 fF,= 
F.BF,， 因 工 是 ACO 环 , 故 了 Fi 与 2; 都 可 取 为 有 限 生成 的 自由 
模 , 所 以 有限 生成 . 

对 任 一 个 nm%， 取 和 一 人 er oo NH 一 Kerq, 和 一 ger a” ， 则 有 
正 合 列 

TY >N-NY (3 .5) 
如 果 C', CC, C 中 有 两 个 可 有 限 自 由 分 解 ， 其 长 度 都 和 nm， 则 由 引 
理 7, 相应 的 两 个 六 必 稳 定 自由 . 

如 果 AN 是 稳定 自由 模 , 删 因 它 是 投射 模 , 故 入 , 守 入 ,DN 所 
以 , 在 只 ,与 A, 中 不 论 哪 一 个 是 稳定 自由 模 时 ， 另 一 个 也 必 稳 定 
自由 .于 是 ,0, 0, 0” 都 可 有 限 自由 分 解 . | 

如 果 太 ,与 入 ,都 稳定 自由 , 则 因 六 四 天 与 也 都 是 自由 模 ， 
故 由 引 理 3, O 与 CO 都 可 有 上限 自 由 人 分解， 再 由 (3.9) ,有 

O—>N.—>N,.—>F,.1>.."—0", 
各 项 都 稳定 自由 ,所 以 O 可 有 限 自由 分 解 . 口 

我 们 所 需要 的 另 一 个 概念 是 族 .， 设 多 是 范畴 TIM 中 的 一 些 
模 的 和 集体， 如 | 果 对 任何 短 正 合 列 0”>O-»w0”"， 当 这 三 个 模 中 有 两 
个 属于 多 时 ,第 三 个 也 必 属 于 多 ,我 们 就 称 .多 是 一 个 模 族 , 简称 
为 族 . 零 模 0 当然 属于 任何 模 族 ， 因 为 车 OE.F,， 则 从 0;>>O-»0 
知 0E 多 .又 车 OO0/， 则 当 OE€ 灾 时 ，0' 也 属于 多 因为 有 
0) 一 人 一 人 

著 为 任何 类 并 - 模 , 我 们 可 用 下 列 的 方法 来 把 8 拓 广 成 为 一 
个 模 族 。 对 任何 短 正 合 列 0'>O-»0”, 若 这 三 个 模 中 有 两 个 属于 
8， 我 们 殉 把 第 三 个 也 添加 进去 象 这 样 把 所 有 的 “第 三 者 ”都 添 
加 进去 以 后 ， 我 们 就 得 到 一 个 新 的 模 类 (一 些 模 的 集体 )， 记 之 以 
&(S)、 类 似 地 ， 我 们 可 有 
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CI) 一 各 和 (9) CIS) = HGS)), » 
于 是 多 =U "(5S) 是 一 个 模 族 , 称 为 由 5S 所 生成 的 模 族 .为 下 文 


叙述 方便 计 ,S 本 身 常 记 成 多 "(5). 

我 们 还 需要 

引 理 10 设 为 ACO 环 , 0 关 O 为 一 个 了 - 模 , 取 0¥yEO， 
使 y+ 一 max{ct+|0 夫 cEO}, 这 里 ct 一 {y ET|ye 一 0} 当 然 是 症 的 
一 个 理想 , 则 yy 是 一 个 素 理想 . (注意 , 因为 是 AOQ 环 , {c-} 
中 必 有 极 大 理想 , 但 不 一 定 唯 一 , 这 里 是 取 久 为 其 中 之 一 . ) 

证 大 ?779%=0, 但 > 与 7 都 不 属于 yy , 则 因 YE ty) , 册 
目 yyY) ,这 时 yy* 不 能 极 大 . 口 

现在 取 工 = 见 [zj 为 号 上 一 元 2 的 多 项 式 环 . 若 芍 为 六 - 模 
我 们 让 MT+= {7E 太 7MH=0} 并 让 和 H 南 = Mn 风 ， 那 么 显然， 
Ms 与 导 s 相 应 为 了 与 喘 的 理想 . 

我 们 证 明 

“ 引 理 1 设 员 为 AOC 环 ,本 = 导 [wj] (当然 也 是 一 个 AOO 环 ， 
Hilbert 基 定 理 ), .多 是 一 个 了 - 模 的 模 族 ， 且 了 本 和 刁 属 于 多， 如 
果 对 任何 了 - 模 及, 当 Mg¥#0 时 , 和 必 属 于 名, 则 工 的 任何 素 理 
想 也 必 属 于 多 . 

证 设 Q@ 为 一 个 素 理 想 , M=T/8, 则 Mili~Q. 

如 果 人 @ 门 只 头 0, 则 由 所 给 的 条 件 ，M E .也 WM 
知 QER 

现在 假定 RNN30.， 因 QQ@ 是 了 的 素 理 想 ,Qn 日 必 是 四 的 素 
理想 , 因此 0 是 3 的 到 理想 ,性 必 是 一 个 整 环 . 

取 Q 的 一 个 生成 系 为 (gi (2), 9a(%),…, 9n(2)). 在 @ 中 取 
f(w) 为 次 数 最 低 的 多 项 式 , 那么 , 可 由 带 余 除 法 得 到 0 只 ,使 
Bigi(z) 二 fw)gqi(z)，,， 这 里 9;(%) E 叶 [wm]。， 让 B= BiBa…B, 丈 0, 则 
BQ/( 了 )) = 二 0， 因 此 0w*BE(Q/ (有 )) 志 由 引 理 所 给 的 条 件 ， 
Q/(f) 属 于 多 .又 ， 主 理想 (用 写 工 同 构 ( 都 看 成 7 一 模 )， 所 以 
(有 7 EF ,因此 QE 妨 ., 口 

引 理 1% 设 册 为 AQO 环 . 古 =3[w], .为 一 些 二 模 所 组 
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成 的 模 族 ,而 且 TE .2, 则 或 者 每 一 个 相模 都 属于 .9 或 者 外 有 
一 个 非 零 的 理想 了 使 有 天 为 了 -~- 模 ，M% 一 J， 且 计 E 多 , 但 当 
OOI 时 ,CO 必 属 于 .多 . 

证 如果 有 用 为 了 - 模 , 但 及 E. 多 ,那么 ,由 于 MY 贞 是 器 的 
理想 , 而 外 是 AGOO 环 , 这些 内 点 中 必 有 一 个 极 大 , 设 为 了 = MM 圳 . 

如 示 - 关 0, 那么 , 这 个 工 就 是 引 理 中 所 要 求 的 工 

假定 了 =0, 于 是 由 工 的 定义 , 有 以 ECE， MM 二 0, 但 若 0 下 六 
0, 0O 一 定 属于 乡 . 由 引 理 11, 了 的 任何 素 理 想 都 属于 .多 . 

在 居中 取 yj, 使 i=max{m |mEAM}.， 由 引 理 10, yt 一 Qi 
是 2 的 一 个 素 理 想 . 再 在 对 中 取 %a, 使 好 一 max {m+|mEM/ 
yi}, 这 里 ga 为 在 同 态 型 一 好 [7 下 ,ys 所 取 的 象 ， 于 是 yi =— Qs 
也 是 紊 理想 . 再 在 列 中 取 Ys， 使 于 一 maxz { 充 + | 过 EM/Tyi 十 
1 ya}， 则 33 二 Qs 是 了 紊 理想， 如此， 我们 可 以 取 到 yy, ys, …。 让 
M, 由 oa Ya, ***, 所 生成 ， 我 们 有 
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但 M 有 限 生成 t 为 AUU 环 , 必 有 mw 使 1 = 了. 由 甸 与 的 
定义 知 Mi= yf /Qi, Ma/ Mi=T yaT /Wa, Ma/ Mss Ys 
T/®;, “3 M,/M, i = M/M, i /Qi. 因为 4 与 OW, 都 属于 
多 ,所 以 对 所 有 的 ,都 有 Ma/ MiE.， 但 M1EZ, 所 以 Ma€ 
多 ， 再 由 以 /ME 多, 知 8E 多 ,…, 最 后 得 1MN 一 ME8 发 
生 了 矛盾 . 

因此 I=0 的 情况 是 不 可 能 发 生 的 ， 口 

引 理 18 设 和 8 为 ACCO 环 , =3[w]， 8 为 由 所 有 3[2] 8B 


所 组 成 的 二 - 模 之 模 类 ,而 B 通过 所 有 的 器- 模 , 并 让 多 为 由 S 所 
生成 的 模 族 , 则 多 包含 所 有 的 工 - 模 . 

再 提醒 一 句 ， 本 附录 中 所 有 的 模 ( 除 非特 别 声明 ) 都 是 有 限 生 
成 模 . 

证 用 反 证 法 假定 多 不 包含 所 有 的 六- 模 , 则 由 引 理 12， 
好 有 一 个 非 零 的 理想 世 使 -~- 模 MEZZ,，M 志 = 了 但 当 ( 随 二 了 
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时 ,O 必 属 于 多 

令 路 一 对/T, 一 以 [w], 别 与 到 当然 仍 是 AOG 环 . 照样 取 
S 与 实 . 每 一 个 T- 模 0 都 可 定义 成 为 一 个 - 模 ( 让 7C =70， 
这 里 7 是 在 同 态 -> 荆 人 也 ，y 所 取 的 象 )， 于 是 , 可 由 数学 归纳 法 
证 明 , 若 CEY'(S), 则 CE "(8). 

我 们 肯定 ,多 不 能 包含 所 有 的 工 - 模 。、 例如 上 述 的 及， 因为 
了 M0, 所 以 ML 可 以 看 成 一 个 荆 - 模 ， 如 果 以 E 多 , 它 必 属 于 某 
一 个 外 (5) ,因而 ME 织 (9), 这 样 它 就 必 属 于 多， 这 违反 隆 的 
条 件 . 

由 引 理 12, 器 = 风 /有 一 个 非 零 的 理想 了 =II/I, 使 有 及 为 
六- 模 ,下 蕊 . ， 甩 上 = 了 , 且 当 CD 了 时 ,GO 必 属 于 沪 ， 

以 区, 开工 代 夫 原来 的 办, 也 与 了 ,我 们 又 可 得 到 ITs, 使 IC 
TiCTs。， 这 样 将 可 永 无 止境 地 作 下 去 ,因而 得 到 好 的 理想 的 一 个 
无 穷 升 链 ， 这 是 不 可 能 的 , 因为 品 是 AOC 环 . 口 

由 引 理 13 立 得 

引 理 14 设 见 为 AGO 环 ， 且 任何 3- 模 均 可 有 腿 自 由 分 解 ， 
则 多 项 式 环 荆 = 汶 [mw] 上 的 任何 模 也 都 可 以 有 限 自由 分 解 . 

证 车 召 可 有 限 自 由 分 解 ， 则 骂 [w]@B 也 必 可 有 限 自由 分 


解 ,因为 内 [wj] 是 平坦 3- 模 。 于 是 引 理 13 的 5 中 任何 T- 模 都 可 
目 由 分 解 . 外 引 理 9 并 用 归纳 法 知 (5) 中 任何 荆 - 模 也 必 可 有 
限 目 由 分 解 ， 于 是 多 中 任何 全- 模 均 可 有 限 自 由 分 解 ， 而 由 引 理 
13, 多 包含 了 所 有 的 了 - 模 ， 品 

由 引 理 6 与 引 理 14, 峡 应 用 简单 的 数 邱 归纳 法 即 得 预 理 3 定 
理 全 部 证 毕 。 
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